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Общие положения 

Программа предназначена для  дополнительной подготовки де-
тей и взрослых по Математике.   

Основная цель программы состоит в оказании помощи абитури-
енту по усвоению основного алгоритма построения решения матема-
тических задач и так же надлежащего текстуального представления 
этого решения при письменной форме сдачи экзамена по математике, 
проводимого вузом самостоятельно. 
 Каждый раздел учебного пособия включает в себя теоретический 
материал, примеры решения задач и задания для самостоятельной ра-
боты. 
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Глава 1 

Тождественные преобразования алгебраических выражений 

1.1. Теоретические сведения 

При решении тех или иных математических задач требуется 
выполнять преобразования алгебраических выражений. 
Преобразования, которые не изменяют значений выражений, 
называются тождественными. 

Два выражения тождественно равны, если соответствующие 
значения переменных совпадают при всех допустимых значениях 

переменных. Например, выражения ( )23 2 4x x y−  и 36 12x xy−
тождественно равны, так как каждой паре переменных x и y 

соответствуют одинаковые значения этих выражений. 
Примерами тождеств могут служить равенства: 

1. x y y x+ = +  – переместительный закон сложения;
2. ( ) ( )x y z x y z+ + = + +  – сочетательный закон сложения;
3. xy yx=  – переместительный закон умножения;
4. ( ) ( )xy z x yz=  – сочетательный закон умножения;
5. ( )x y z xz yz+ = +  – распределительный закон умножения.

Одночленом называют выражение, представляющее собой 
произведение чисел и степеней переменных с натуральным 
показателем. 

Например, каждое из выражений 25 ,m  2 33 ,b x−  
1

,
2

x  2 75 ,x y

( )22 5x x−  является одночленом. Числа и натуральные степени
переменных также называют одночленами. Сумму одночленов 
называют многочленом. 

Чтобы умножить многочлен на многочлен достаточно каждый 
член одного многочлена умножить на каждый член другого 
многочлена, а полученные произведения сложить. Например, 
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( )( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

4 3 2 2 2 2 3 4 4 3 2 2 3 4

2 3 2 4 2 3 2 4 3 2 4

6 4 8 3 2 4 6 4 11 2 4

a b a ab b a a ab b b a ab b

a a b a b b a ab b a a b a b ab b

+ − + = − + + − + =

− + + − + = − + − +
Для того чтобы умножать многочлен на многочлен, можно 
использовать следующие формулы: 

1. Формулы сокращенного умножения.
( )
( )

( )( )
( )( )

( )( )
( )
( )

2 2 2

3 3 2 2

2 2 2
3 3 2 2 3

2 2

3 3 2 2 3

3 3 2 2

2

2
3 3

3 3

a b a ab b
a b a b a ab b

a b a ab b
a b a a b ab b

a b a b a b
a b a a b ab b

a b a b a ab b

+ = + +
− = − + +

− = − +
+ = + + +

− = − +
− = − + −

+ = + − +

2. Разложение квадратного трехчлена на линейные множители.

( )( )
2

2

1 2 1,2

4
,  ãäå 

2

b b ac
ax bx c a x x x x x

a

− ± −
+ + = − − =  – корни

квадратного уравнения 2 0ax bx c+ + = . 

3. Свойства степеней.

Для любых х и у и a,b > 0  имеют место равенства:

( )

0 1

x y x y

x
x y

y

y
x xy

a

a a a

a
a

a

a a

+

−

=

=

=

=

  

( )

1

x x x

x x

x

x

x

ab a b

a a

b b

a
a

−

=

  = 
 

=

4. Свойства арифметических корней.

Для любых натуральных  n,k >1 и любых a,b > 0 имеют место
равенства:
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( )
1

n n

n n

k
n k n

n n n

n

n
n

a a

a a

a a

ab a b

a a

b b

=

=

=

=

=

( )

2 2

2 1 2 1

,  

nk
kn

n k nk

nk kn

n nn

n n

n n

a a

a a

a a

a b a b

a a a

a a+ +

=

=

=

=

= ∀

− = −

1.2 Действия над степенями с натуральными показателями 

Вычислить: 

1.2.1. 2 44 5⋅  

1.2.2. 3 49 3÷  

1.2.3. 

6 5
2 3

3 2

   ⋅   
   

1.2.4. 

5 4
5 3

3 5

   ⋅   
   

1.2.5. 
7

8

5

5

1.2.6. 
3 2

3 4

6 5

15 2

⋅
⋅

1.2.7. 
3 2

3 2

10 9

6 5

⋅
⋅

1.2.8. 

3

31
3 0.1

3

  ⋅ 
 

 

1.2.9. 3 32,5 5÷  

1.2.10. 4 31,5 3÷  

1.2.11. ( )2
3 62 5⋅

1.2.12. ( )3
2 65 2⋅

1.2.13. 6 3 23 2 8 4 5 8⋅ − ⋅ + ⋅

1.2.14. 

3 2

6

25 14

49 10

⋅
⋅

Упростить выражения: 

1.2.15. ( ) ( ) ( )3 3 3a b b c c a− + − + −  

1.2.16. ( ) ( )0,1 5 3 10 10 0,3 0,5p q r p q r− + − − −  

1.2.17. ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 23 7 2 4 5 4x y x y x y x y− + − + + − − −

1.2.18. 
3 2 2 314 7x yz xy z⋅  

1.2.19. 
2 2 2u v v t t u⋅ ⋅  

1.2.20. 
22 3 1

2
3 4 2

bz ax xy y⋅ ⋅ ⋅
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1.2.21. ( )3
23a b−

1.2.22. ( )2
36xy

1.2.23. 

3

4 33

5
x y

 
 
 

1.2.24. ( )
3

2
2 1

3
3

x y xy
 ⋅  
 

1.2.25. ( ) ( )3 2
3 2 20,2 5xy x y⋅

1.2.26. ( )
3

4
23 2

9

b
b b

 ⋅ ⋅ 
 

1.2.27. ( ) ( )
3

4 3
2 2 1

10 0,1
2

c d d c
 ⋅ ⋅  
 

1.2.28. ( )2 1
2 3 1

4
u u u

 − + + ⋅ − 
 

1.2.29. ( )210 0,1 0,2uv u uv v⋅ − +

1.2.30. ( )2 31

3
x mx nx p⋅ − +

1.2.31. ( )( )2 3c d c d+ −  

1.2.32. ( )( )4 2 0,3 0,15a b a b+ −
1.2.33. ( )( )2 3 4 2x y z x− − +   

1.2.34. ( )( )2 21 1x x+ −

1.2.35. ( )( )u v u v+ −  

1.2.36. ( )( )2 2x xy y x y+ + −

1.2.37. ( )( )( )2 2 2u vt v ut t uv− − −

1.2.38. ( ) ( )( ) ( )( )2
1 3 1 4 1 2 1 2 1a a a a a a+ + − + − − +  

1.2.39. ( )( )( )2 2u v u v u v− + +

1.2.40. 

2
1

5
5

a b
 − 
 

1.2.41. ( )2
2 3t t+

7



1.2.42. ( )3
2 3a b−  

1.2.43. ( )3
5 A+  

1.2.44. ( )( )2 22 4 2x y x xy y− + +

1.2.45. ( )( )27 49 7Β+ − Β +Β

1.2.46. ( )( )( )( )1 2 1 2λ λ λ λ+ + − −  

1.2.47. 

2 4

3

28 63

27 140

a x

x a

 
⋅ − 
 

 

1.2.48. 

5 6 2 5

4 4

8 55

33 12

b c c x

x b
⋅

1.2.49. 

3 3 4 4 7

4 6 3 6

6 49 5

35 42

m n n m p

p m p n
− ⋅ ⋅

−

1.2.50. 

6 9 5 8

5 4 3

192 36
:

77 55

m n m n

k p k p−

1.2.51. 

2 2

6 4

12 18
:

ac a c

b b

−
−

1.2.52. ( )4 4 3

2

8
2

13

z
a x y

x y
⋅ −

1.2.53. 
2 3

2

2
16

8

z
a b

a b
− ⋅

1.2.54. 

3 2
3

3 2

121
11 :

a b c
ab c

x y

1.2.55. 

4
4

2

2
2 :

u v
u v

a b

1.2.56. 
3

23

u v u v

u u uv

−
⋅

−

1.2.57. 

2 2

3 2 2

2 3

9

x xy y b

b x y

+ +
⋅

−

1.2.58. 

2

2

5
3

5
3

y
y

y
y

−

−
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1.2.59. 
2

27
8

9
4 6

x
x

x
x

−

+ +

1.2.60. 
1 1

x y

y x

x y

−

−

Сократить дроби: 

1.2.61. 

245

120

a

ab

1.2.62. 

4

3

28

2

t

t z

−
−

1.2.63. 

3

5 2

64

224

x t

x t

1.2.64. 
( )
( )

2

2

7

14

b a c

b a c

−

−

1.2.65. 
( ) ( )
( ) ( )

2 3

2

7

14

x y x y

x y x y

+ −

− + −

1.2.66. 
( )3

2

u

u

−
 

1.2.67. 
( )
( )

3

2 3

15 8

25 8

x z c

x z c

− −
−

1.2.68. 
( )
( )

2 5

3 4

10 4 3

18 3 4

u v

v u

α β
α β

−
− −

1.2.69. 

2

2

a

a ab+

1.2.70. 
ay by

a b

−
−

1.2.71. 
( ) 2

2 2

m n

n m

−
−

1.2.72. 

4 4

2 2

a b

a b

−
+

Привести к общему знаменателю: 

1.2.73. 
2

8 2

6 3

x

x x

+
+

1.2.74. 

3 2

3 2

1 4
2

9 12

x x

x x

− −
− −  

1.2.75. 
1 2

4 3
5 10

y y
y

y

+ −
− +

1.2.76. 
6 2 1

7
4 4

y y

y y

− +
+ +

+ −
 

1.2.77. 
4 2

3
1 1y y
− +

− −
 

1.2.78. 
1

8 8

c c

c c
+ +

+

1.2.79. 
( )
4 1 2 3

1 1

x

x x x x

−
+ −

− −
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1.2.80. 
( )( ) ( )( ) ( )( )

2 1 4

5 6 5 1 6 1x x x x x x

−
+ −

+ − + − − −

1.2.81. 
2

5 7 3 2

4 2

x x

x x

− −
−

− −
1.2.82. 

2

2 3 5 2

9 3

y y

y y

− −
−

− −

1.3. Действия над степенями с целыми отрицательными 
показателями 

Вычислить: 

1.3.1. 
30,25−  

1.3.2. ( ) 2
0,125

−−

1.3.3. 

3
2

5

−
 
 
 

1.3.4. 

1
4

7

−
 
 
 

1.3.5. 

2
5

8

−
 − 
 

1.3.6. 

2
1

1
13

−
 
 
 

1.3.7. 

4 2
2 7

3 4

−
   −   
   

1.3.8. 

3

33
3

5

−
−  − 

 

Выполнить действия: 

1.3.9. 
2 3:x x  

1.3.10. 
7:a a

1.3.11. ( )2
3t−

1.3.12. 3 6z z−

1.3.13. ( )2
2 2u v−

1.3.14. 

4
3

2

a

c

−− 
 
 

1.3.15. 

3
2

3

c

d −

 
 
 

1.3.16. 
2 1:d d −  

1.3.17. 
1 3:a a− −  

1.3.18. 
5 2β β− −  

1.3.19. 

4

2

x

x

−

−

1.3.20. 

7

1

y

y

−

−

1.3.21. 

2 4 7

3 5 10

F t t

F t t

−

−

1.3.22. 

4 3

2

1,4

0,01

m np

m np

1.3.23. 

2

2

1
2

2

4,5

u t

u

1.3.24. 
2 4 6 2 30,02 10a b c ab c÷  
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1.4. Действия с квадратными корнями 
Вычислить: 

1.4.1. 
4

9

1.4.2. 
169

144

1.4.3. 0,36−

1.4.4. 
44

99
−

1.4.5. 
21,2

1.4.6. 

2
3

7

 
 
 

1.4.7. ( )2
7−

1.4.8. 

2
2

3

 − 
 

1.4.9. 102

1.4.10. 83

1.4.11. ( )2

15,5

1.4.12. ( )2

2−

1.4.13. ( )2

0−

1.4.14. 15 27 20⋅ ⋅
1.4.15. 9025

1.4.16. 
50

8

1.4.17. 
180

245

1.4.18. 
120

1
169

1.4.19. 
36,1

40

1.4.20. 
2 8 32

2

+ −

1.4.21. ( )0,2 0,8 1,8 3,2 5− + + ⋅

1.4.22. 

2
5 3

3

3

−

1.4.23. 

12
3 10

10
19

2 10
10

−

−

1.4.24. 8 18 32 50 72+ − − +

1.4.25. 
8 25 49

9 18 72
− +
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1.4.26. ( )2

1 2+

1.4.27. ( )( ) ( )( )1 2 1 3 1 2 1 3+ + + − −

1.4.28. 
15

3 15

1.4.29. 
28

2 7

1.5. Действия над корнями с натуральными отрицательными 
показателями 

Вычислить: 

1.5.1. 100 64⋅
1.5.2. 3 8 125⋅
1.5.3. 4 625 1296⋅

1.5.4. 
25

49

1.5.5. 
64

100

1.5.6. 3
64

27

1.5.7. 3
10

2
27

1.5.8. 
7 713

1.5.9. 
45

1.5.10. 
3 63

1.5.11. 

8

4
1

2

 
 
 

1.5.12. 
7 212

1.5.13. 33 36 4 9⋅ ⋅
1.5.14. 3 33 49 14 4⋅ ⋅

1.5.15. 
50

2

1.5.16. 
4

4

240

1215

1.5.17. ( )4
4 4

1.5.18. ( )8
4 8

1.5.19. ( )8
4 5

Преобразовать выражение: 

1.5.20. ( )4
3 2m

1.5.21. ( )5
4 x

1.5.22. ( )2
9 2 5a b

1.5.23. 
3 5 6 3a b

1.5.24. 
10 55 3 x y

1.5.25. 
6 5 9 12m n
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1.5.26. ( )( )( )4 42 3 2 3 2 3+ − +

1.6. Действия над степенями с дробными показателями 

Вычислить: 

1.6.1. 

1

24

1.6.2. 

2

38

1.6.3. 

1
 
24

9

−
 
 
 

1.6.4. 

2
 
327

8

−
 
 
 

1.6.5. 

13

3225 0,001⋅

1.6.6. 

23
 
4

1
81

6

−
−  ⋅  

 

Записать в виде степеней с дробным показателем: 

1.6.7. 
3 2x

1.6.8. 
4 3a

1.6.9. 6 x

1.6.10. 
3

1

a

1.6.11. 
5 3

1

x

Записать в виде корня: 

1.6.12. 

2

3a

1.6.13. 

1
 
4a

−

1.6.14. 

3
 
2a

−

1.6.15. 

1
 
2x

−

1.6.16. 

4

3x

Выполнить действия: 

1.6.17. 

1

2a a⋅

1.6.18. 

2 1
 

3 6x x
−

⋅

1.6.19. 

1 1
 
6 3:y y

−
 

1.6.20. 

1 1
 

3 6:m m
−

1.6.21. 

2
1 1

2 2a b
 

− 
 

1.6.22. 

1 1 1 1

4 4 4 4x y x y
  

− +  
  

1.6.23. 

1 1 1 1

6 6 6 6a b a b
  

+ −  
  
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1.6.24. 

1 1 2 1 1 2

3 3 3 3 3 3a b a a b b
  

− + +  
  

 

1.6.25. 

5 1 11 3 1
   

6 3 52 4 2a b c a b c
− −−   

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   
   

1.6.26. 

1 11 1 1 3
2  1 1

3 62 4 2 4a b c a b c
−− −   

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   
   

Упростить выражение: 

1.6.27. 
1

1

x

x

−
+

1.6.28. 
1

1

a

a

−
−

1.6.29. 
2 1

1

x x

x

− +
−

 

1.6.30. 

1

3

1

6

25

5

x

x

−

+

1.6.31. 

1

2

1

4

16

4

x

x

−

−

1.6.32. 
2 1

3 3

27

3 9

x

x x

+

− +

1.6.33. 
2 1

3 3

64

4 16

x

x x

−

+ +

1.7. Более сложные задачи 

Пример 1. 

Вычислить выражение: 

2

2
2

2

a b a b b

b a a a b

b a b
a b

a a b b a

+  − + −  +  
  − + −   + −  

  при 1
, 1

3
a b= = − . 

Решение удобнее производить по действиям: 

1)
( ) 22 22

2
a ba b a ab b

b a ab ab

−− +
− + = =

2)
( )

( ) ( ) ( )

2 22 2 22 2 2

2 2 2 2

a b aba b b a ab b ab a b

a a b a a b a a b a a b

+ −+ + + − +
− = = =

+ + + +
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3) 
( )22 2 22

2
a bb a ab b

a b
a a a

−− +
− + = =

4) 
( ) ( )
( )( )

a a b b a ba b a b

a b b a a b a b a b a b

− + +
− = + = =

+ − + − − +
2 2

2 2

a ab ab b

a b

− + +
=

−

2 2

2 2

a b

a b

+
=

−
Мы проделали действия, указанные в скобках. Теперь перемножим 
выражения в числителе, знаменателе и произведем деление: 

5)

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 22 2

2 2

2

22

a b a b

a b a b a a bab a a b a b

aba b ab a a b a b a ba b

a a b

− +⋅
− + −+ −

= =
− + − ++⋅

−

Найдем числовой результат при 1, 1
2

a b= =−

( )

( )

1
1

4 2 4 33 : 2
1 3 3 3 2

2 1
3

− − ⋅ = − = − = −  ⋅ −
 

Пример 2. 

Упростить выражение: 
2 2

1 1 1 1
    
2 2 2 2a b a b

− −
− − − −   

+ + −   
   

1) 
1 1

  
2 2

1 1 a b
a b

a b ab

− − +
+ = + =

2) 

( )

2 2

2

a b ab ab

ab a b a b

−
   +

= =   
+    +

3) 
1 1

  
2 2

1 1 b a
a b

a b ab

− − −
− = − =

4) 

( )

2 2

2

ba a ab ab

ab b a b a

−
   

= =   
−    −
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5) 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

2 2

2 2 2 2

ab a b ab a bab ab

a b b a a b a b

− + +
+ = =

+ − − +
 

( )
( )

( )
( )2 2

2 2 2ab a b ab a b

a b a b

+ +
= =

− −

Пример 3. 

Упростить выражение:
2 2

1 1 5 1
1 : 1

2 41 1
y

x xy y

  
 + − +    + −   

1)
1 1 11

1
1 1

y y
y

y y

+ + −
+ − = =

+ +

( )( ) 21 1 1 1 1

1 1

y y y

y y

+ + − + −
=

+ +

2)
2 21 1 1 11

2 1 2 1

y y

x y x y

+ − + −
⋅ =

+ +

3) 
2

2 2

1 11
1

1 1

y

y y

+ −
+ =

− −

4) 
( )2

2

2 2 2

5 1 11 15

4 1 4 1

yy

x y x y

+ −+ −
⋅ =

− −

5) 
( )2

2

2 2

5 1 11 1
:

2 1 4 1

yy

x y x y

+ −+ −
=

+ −
 

( )( )
( )

2 2 2

2

1 1 4 1 2 1 1 2 1

55 12 1 5 1 1

y x y x y y x y

yx y y

+ − − + − −
= = =

++ ⋅ ⋅ + −

Выполнить действия: 

1.7.1. ( ) ( )7 1
12,07 4 3,6 0,8 5,04 7,5 6 0,03

8 12
x x y x y x

 + − − + − − − − 
 

 

1.7.2. 
2 2 2 2 23 1 2 7

0,4
4 4 5 2

p x px px p x px p
   + − − − − −      
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1.7.3. ( )( )4 3 2 2 3 4a a b a b ab b a b− + − + +

1.7.4. 
5 2 4 5 3 6 3 24 2 2

4 :
9 3 3

a b a b a b a b
   − − +   
   

 

1.7.5. ( ) ( )2 6 5 31 1 1
4 4 4 1 2 :

2 4 4
t t t t t t

   − + + + − −   
   

 

1.7.6. ( )2
2 23 0,2 1,2a a+ −

1.7.7. 

2 2
1 1 1 1

a b a b

   + − −   
   

1.7.8. 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 22

2 22

2 3 2 4 9 2 3

2 3 2 4 9 2 3

x x x

x x x

+ + − + −

+ − − + −

1.7.9. ( ) ( )( )2
6 3 3 311 2 1 3 3n n n n+ − − − − +

1.7.10. 
( ) ( )

( )

3 3

2 2

2 3 2 3

3 4 3 24 7

a a

a a a

+ − −

+ + − −
Разложить многочлены на множители: 

1.7.11. 
3 2 25 20 20a a b ab+ +  

1.7.12. ( ) ( )2 21 1a x b x− − −  

1.7.13. 
5 3 2 1a a a− − +  

1.7.14. 
4 4x −  

1.7.15. 
6 6a b−  

1.7.16. ( )( ) ( )( )2 2 2 25 4 3 4n x n x x n x n− − − − −

1.7.17. 
22 10 12x x+ +  

1.7.18. 
210 21x x− −  

1.7.19. 
4 25 36u u+ −  

1.7.20. ( ) ( )2
2 28 12t t t t+ − + +  

Сократить дробь: 

1.7.21. 

4 4

2 2

b a

a b

−
−

1.7.22. 

3 2 3

4 2 3 4

a x a x

a x a x

+
+

1.7.23. 

2

2

5 4 1

5 6 1

x x

x x

+ −
− +

 

1.7.24. 

2

2

2 3

9 4

x x

x

+ −
−
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1.7.25. 

3 2

2

4 9 36

12

x x x

x x

+ − −
+ −

Упростить выражение: 

1.7.26. 
( )

23 12 13 1

3 6 3 2

a a
a

a a

+ +
− −

+ +

1.7.27. 

2

2

3
1 : 1

1 1

a a

a a

  + −  − −   
 

1.7.28. 

2 29 4 6 5 6

2 3 3 2

a a a

a a

− − −
−

− −

1.7.29. 
1 1 1 1

1 1 2 4 4

n n n

n n n

− +  − − −  + −  
 

1.7.30. 

4
3

4 5 3

1 1 1
:

1

x
x x

x x x x x

   − + + +   + +   

Докажите тождества: 

1.7.31. 
( )3 2 2 2 2

2 1 1 1 1 1

2m n m mn n m nm n

    ⋅ + + ⋅ +     + +   + 
 

1.7.32. 

2 2

2 3 2

8 1 2 1

2 4 8 2 4 2 2

x x x

x x x x x x x

   +
+ − ⋅ − =   + + − − − − +   

1.7.33. 

2 2 4 4
3 3

2 2 2 3 2 2

1

2
2

x y

x y x y y x
x y

y x xy y x x y xy

− +
 

− + ⋅ ⋅ = +  + − + 

Вычислить: 

1.7.34. 

12 5

4 12 2

3 9

27 3 9

−

− −

⋅
⋅ ⋅ 1.7.35. 

( ) ( )
( ) ( )( )

2 4

2
5 3

0,4 2,5

0,16 6,25

− −

− −

⋅

⋅

1.7.36. ( )( ) ( )( )1 1
1 1

1 11 1 2 1 1 2
− −− −− −− − + + −

Упростить выражение: 

18



1.7.37. 
( ) ( )

( )

1
5 5 3 3

1
1 4 1 4

ab a b a b

a b b a

−− − − −

−− − − −

− +

−

1.7.38. 

8 7 1
8 10

10 3 2

13 4 0,2
1 :

25 5

a a b
a b

b a b

− −
−

−

 
− 

 

1.7.39. 
( )

( ) ( )
( )
( )

2 2
3 4

2 2 31 22 4

p g p g m

m p g p g

−
−

− −

   − −  ⋅ ⋅          + +   

1.7.40. 
( )
( )

11 1 11 11 1

12 2

3

3 3

a ba b b a

a b a b ab

−− − −− −− −

−− −

+  +    ⋅ + ⋅       +       

Упростить выражения и вычислить при указанных значениях 
переменной: 

1.7.41. ( )
2 4

2 1 2

1 1 2

1
3 2 4

3 2 3

b b
b a a

a

− −
− − −

− − −

  
− ⋅ + +  

  
 при 2, 3a b= − =

1.7.42. 

12
2 3

2 4 6

81 2 3
9 : 2

2

a
b a

b a b

−
− −

−

      − ÷ + −      
     

 при 2, 6a b= =  

1.7.43. 

1
1

1
3

1
1

a
a

a

−−−  −  + +   +    
 при 1

3
a=−  

1.7.44. 
( )

1
1

1

2 2

1
22 2 1

21
4

x x
x

x

− −
−

− −

−  +
÷ − −     −  

 

 при 1
2

x=−

Докажите тождества: 

1.7.45. 

11 1 1 1

1 1 1 1 2 2

4
1

a b a b ab

a b a b b a

−− − − −

− − − −

 − +  − = −  + − −  
 

1.7.46. ( )( )
( )

1
2 2 2

1

12 2

1
: 1

1 1

bx a x a b
ax b a b

b a a b x

−
−

−

  + − +   − + − ⋅ =    − −  − −  
 

Выполнить действия: 

19



1.7.47. 
5 125 5

2 10
2 2 2

 
− + ⋅ 

 

1.7.48. 
2 3 3 2 6

2 3 3 2

a

a

 + −
− ⋅ 

+ 

1.7.49. 
1 1 1

4
41 1 4

a a a
a

a a a

  + −
− + −  

− +  

1.7.50. 

1 2 2

2
1 1 1 1 1

  
2 2 2 2 2

1 2a a a
a

a a a a a

− −

− −

− −
− + +

− +

1.7.51. 

25 1
 

34 225 125 5
− −

⋅ ⋅

1.7.52. 

1
1 17 6
6 5

7

30

64a a

a

−
−

−

 
 
  
 

при 2,5a=  

1.7.53. 

4 1

3 3

2 1 1 2

3 3 3 3

a ba

a a b a b

+

− +

Упростить выражение: 

1.7.54. 

3 3 1
2 2

1 1

2 2

p gp g p g
pg

p g p g
p g

−   ++ − − ⋅   − −   + 

1.7.55. 

4 1
3 23 3

3
2 2

3
3 3

8
: 1 2

4

a a b b
a

a
a ab b

 −  − −
 
 + +

1.7.56. 

1 2

3 3

2 1 5 2 2

3 3 3 3

2 1

4 3
3

x x x

x x
x x x x

−

−

+
− −

− +
− −

1.7.57. ( )
2 1 1

13 2 3 6 6
3

1

3 3

x y x y
xy

x y
x y

 
− + − ⋅  + − 
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1.7.58. ( ) ( )
3 23 2 2

3 3 3 3 3

3
3

a a a
x a x a x

a a

 +  − − + +     
 

1.7.59. 

2
4 43 3

4

1 1ax a x ax

a x ax ax

−
 − +

+ ⋅  − 

1.7.60. 

( )
( ) ( )

31 1
144 4

2 4
3

4

20,5
2

2
2

a aa
a a

a

− 
− + ÷ − 

 − 

1.7.61. 

2
24

35 133
0,4 0,1 15

3 3
0,5 2

3 2
2

x
x x x

x x

−
−

−

       − + − − − ⋅             

1.7.62. 

( )

2

2 2

2 1
2 1

1

2 1 2

11 1
1

a a b b

ba a bb ab
ba

−

−−

−

 
 −

⋅ − 
− −+ + 
+ 

1.7.63. 

4

2 1 2

1 3 1 3

2 2 2 2

9 4 1 6

3 2 3

a a a

a a a a

− − −

− − − −

 − + − −
 

+ + 

1.8. Задания для самостоятельной работы абитуриента 

Упростить выражения: 

1.8.1. 
3 2

1 1 1 3 2 6
:

2 6 27 1 1 3 9

x x

x x x x x

+ + + ⋅ − − + + 

1.8.2. 
2

:
a b a b ab

a ba b a b

 + +
− 

−+ − 

1.8.3. 
( )

13 6 12 2 2 3

1 1 11 1 1 1

2 2 23 3 2 2

:
a ba a b a

a b ba b a b

−

−

 
 

−− −   
−− +       
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1.8.4. 
2

2 1 4 2 2 1 2
:

2 4 2 2

x x x

x x x x

+ + + − + + − − + 

1.8.5. 
2

1 1
:

a
a

a a a a a a

+
−

+ + −

1.8.6. 

4 1 1
3

3 3

3 2 2
32

3 3

1 8
1 2

2 4

a a b b

aa a ab b

−
 −  ⋅ ⋅ −
 
 + +

1.9. Задания для подготовки к ЕГЭ 

1.9.1. Чему равно частное 
4

8

102

106,3
−

−

⋅
⋅

? 

1) 0,00018;      2) 0,0018;      3) 0,018;      4) 180.

1.9.2. Вычислить: ( ) 5,4
5,4

3

4

5,1 2,1
6

5

8

1
9 ⋅






+






−

−

. 

1) 
3

1
7 ;       2) 8,5;      3) 10;      4) 12.

1.9.3. Вычислить: 

3

1

336336 44 +⋅−

1) 3 ;   2) 1;       3) 3;   4) 
3

1
.

1.9.4. Упростить:
xy

yx
:1

xy2

yx

yx

yx

yx

yx 2222 +








+

+
⋅







−
+

+
+
−

1) 
yx

yx

+
−

;  2) 
yx

yx2

−
+

;    3) 
yx

yx

−
+

;    4) 
yx

x

−
. 

1.9.5. Упростить: 















−

+
−
+

+
−
−

⋅
+ a3

a
3:

a3

a27

a3a

a9

a3

a 23

2

22

1) 9; 2) 3; 3) a ; 4) 3a + .

1.9.6. Найти значения выражения: 3

1

3

2

3

1

3

1

3

2
y

yyxx

yx
+

++

−
, если x=27,

y=25 
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1) 3-5 3

1

;       2) 3;         3) 9;      4) 3+5 3

2

. 

1.9.7. Найти значения выражения: 
1a2a

a
:)

a

1a

1a

1
(

4

6 34

4 +−
+

−
−

1) 
2

4

a

1a +
;       2)

a

1a4 −
;    3) 

a

1a +
; 4)

2

a

1a −
 

1.9.8. Упростить выражение:
3 233 2

33

yxy2x

yx

+−

−

1) 
33 yx

1

+
;       2) 

33 yx

1

−
;          3) 

233 )yx(

1

−
;       4) 

3 xy2

1
.

1.9.9. Если 2t15t37 =−−− , то t15t37 −+−  равно 

1) 
3

20
; 2) 11; 3) 8; 4) 

2

13
.
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Глава 2 

Алгебраические уравнения 

2.1. Разложение на множители 

Для разложения многочлена на множители можно использовать 
следствие из теоремы Безу: 

Если α   является корнем уравнения 

1
1 0

... 0, 0 *n n
n nn

a x a x a a  
 
 

−
−+ + + = ≠ , 

то многочлен 1
1 0

...n n
n n

a x a x a−
−+ + + делится  на выражение x α−  

без остатка. 
При решении алгебраических уравнений с целыми 

коэффициентами используется следующая теорема. 
Теорема. Для того чтобы несократимая дробь  0

p
g

g
 
 
 
≠  была 

корнем уравнения (*)
 
с целыми коэффициентами, необходимо, чтобы 

число p было делителем свободного члена a0, а число g – делителем 
старшего коэффициента na .

Следовательно, если уравнение * 
 
 

 имеет целые 

коэффициенты, а 1na = , то рациональными корнями уравнения
могут быть только целые числа, являющиеся делителями свободного 
члена 

0
a .

Разложить на множители: 

2.1.1. 3 26 11 6x x x− + −  

2.1.2. 3 25 5x x x− − +  

2.1.3. 3 2 4 4x x x− − +  

2.1.4. 3 24 5 2x x x− + −  

2.1.5. 3 24 3 18x x x+ − −  

2.1.6. 3 22 2x x x+ − −  

2.1.7. 3 25 8 16x x x− + −  

2.1.8. 4 3 27 6x x x x− − + +  

2.1.9. 4 3 2 2x x x x− + + −  

2.1.10. 4 3 22 2 6 5x x x x+ − − +  
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2.2. Линейные и квадратные уравнения 

Решить линейные уравнения: 

2.2.1. 30 5x=−  

2.2.2. 8 0,8 0x− =  

2.2.3. 13 5 11 6x x 
 
 

− + =  

2.2.4. 22 3 5 3 3 7x x x x x x    
         

+ − − = −  

2.2.5. 
2 1

5 15 3
x x++ =  

2.2.6. 
3 3

22 2 2 3 3 9x x x x x      
      

      
− + + = − + +

Решить квадратные уравнения: 

2.2.7. 2 3 0x x+ =  

2.2.8. 2 5 0x x− =  

2.2.9. 23 27 0x − =  

2.2.10. 27 19 0x + =  

2.2.11. 2 5 6 0x x− + =  

2.2.12. 2 13 22 0x x− + =  

2.2.13. 23 30 0x x+ − =  

2.2.14. 2 1 0x x− − =  

2.2.15. 216 40 25 0x x− + =  

2.3. Рациональные уравнения 

Рациональным уравнением называется уравнение вида 0=
)x(Q

)x(P
,

где )x(P  и 0≠)x(Q  – многочлены. Решение рационального 
уравнения сводится к решению уравнения 0=)x(P  и проверке того, 
что полученные корни удовлетворяют условию 0≠)x(Q , то есть 

уравнение 0=
)x(Q

)x(P
 равносильно системе: 







≠
=

0

0

)x(Q

)x(P
.
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Пример. Решить уравнение 0
3

232

=
−
+−

x

xx
. 

Решение. Дробь равно нулю тогда и только тогда, когда 
числитель равен нулю, а знаменатель не равен нулю. Получаем 

систему уравнений: 






≠−
=+−

03

0232

x

xx . 

Решая первое уравнение, получаем, что x1=1, x2=2. Решая второе 
уравнение, получаем, что x3≠3. Значит, решениями уравнения 
являются x1=1, x2=2. 

Ответ: x1=1, x2=2. 

Решить уравнения: 

2.3.1. 
2

2
3 2 0
4 3

x x
x x
+ + =
+ +

 

2.3.2. 17 26 3 0
4 3
x
x
+ − =+

2.3.3. 71 3 1
6 9 3

x
x
− =−

 

2.3.4. 20 1x
x

− =

2.3.5. 
2

15 161
x x

− =

2.3.6. 8 415 16 0x x− − =  

2.3.7. 3 25 6 0x x x− + =  

2.3.8. 3 23 3 0x x x− − + =  

2.3.9. 
3 8 12 18

2 4
x x
x
− = −−

 

2.3.10. 
4

2
256 2 7 12

16
x x

x
 
 
 

− = +
−

2.3.11. 
327 125 5 48

3 5
x x
x

 
 
 

+ =− ++
2.3.12. 1 2 1

1 2x x
− =− +

2.3.13. 1 2 3
2 1xx x
+ =− −
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2.3.14. 1 1 9
1 2 2 8 2

x
x x x

−+ =+ + −
2.3.15. 2 6 10 6

51 3
x x x

xx x
+ + ++ + =++ +

 

2.3.16. 
2 21 1 23

4 3
x x
x x
+ −− =− +

 

2.3.17. 

2
3 12 3 12

2 18 36

x x x x x
x

      
      
      
− − − −

= − −

2.3.18. 

2 2
1 1 1 1

2 1
2 3 6

x x x x
x

      
              

 
 

− − − +
− = − +

2.3.19. 
2
6 3 2 1

2 1 2 14 1 x xx
+ = ++ −−

 

2.3.20. 
2

32 15
5 2 7 10

x
x x x x

− =− − − +

2.3.21. 2 1 3 1 7 4
1 2 1

x x x
x x x
− − −+ = ++ + −

 

2.3.22. 
2516

)54(

54

275
2

2

2

2

−
−

=
−+
+−

x

x

xx

xx

2.3.23. 

2

2

2 4 3 15
1 2 21

x x

x xx

      
   

+ −
− =− +−

2.3.24. 
2 3 2

13 18 7 30
1 1 1

x
x x x x

++ =
+ + − −

2.3.25. 
2 2 2
2 4 1

4 2 2
x

x x x x x
−+ =

− + −

2.3.26. 

2

2

11 1
3 1 2 6 2 3

xx
x x x x x

 
 
 
−

− = +− + − − −
2.3.27. 

2 2
9 15 1

23 10 25
x x

xx x x
+ +− = +− − −

2.3.28. 
2 2

13 1 6
2 72 21 9xx x x

+ =++ − −

2.3.29. 

2

2

2 2

4 19 42 15
4 21 5 16 1

xx x
x x x

 
 
 

+− − =
− + −
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2.3.30. 
2 2 2
19 2 2 9 4

5 4 3 2 6 8
x x x

x x x x x x
− +− =

+ + + + + +

2.3.31. 
2

2
3 1 27 10 1

53 2 15
x x x x

xx x x
− − − +− = −+ − −

2.3.32. 
2 2

7 3 6 1
13 4 2

x
xx x x x

−+ = +− − − −
 

2.3.33. 
2

2
2 15 27 3 6 2

2 12 7 3
x x x

xx x
+ + −+ =++ +

 

2.3.34. 
5x

1x

15x2x

10x27x

3x

1x3
2

2

−
+

=
−−
−−

−
+
−

2.3.35. 

2
1 14,5 2 0x x
x x

   
   
   
   
+ − + + =  

2.3.36. 
2 2

2 2
2 1

1 2
x x x x

x x x x
− − +− =
− + − −

2.3.37. 
2 2

24 15 2
2 8 2 3x x x x

− =
+ − + −

 

2.3.38. 2
2

21 4 6
4 10

x x
x x

− + =
− +

 

2.3.39. 
2

2
1 2,9

1
x x

x x
+ + =

+
 

2.3.40. 6 8 1
1 2 1 4x x x x     

     
     

+ =
+ + − +

 

2.4. Теорема Виета и уравнения с параметрами 

Решение квадратного уравнения 
2 0, 0, *ax bx c a  

 
 

+ + = ≠ , 

находится по формуле 
1,2 2

b Dx
a

− ±= , где 2 4D b ac= − . При этом

если 0D> , то уравнение * 
 
 

 имеет два различных действительных 

корня, если 0D= , то уравнение * 
 
 

 имеет два действительных 
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корня, которые равны между собой, если 0D< , то уравнение * 
 
 

 

действительных корней не имеет. 
Теорема (Ф.Виет). Если 

1
x  и 

2
x  – корни квадратного

уравнения * 
 
 

, то 
1 2 1 2

,b cx x x x
a a

+ =− ⋅ =
2.4.1. При каких значениях параметра а уравнение 

2 2 23 4 9 16 0x a a x a 
 
 

− + + − =  имеет корни равные 0?

2.4.2. При каких значениях параметра m корни уравнения
2 2 4 1 0x m m x m 

 
 

− − + − =  равны по модулю, но противоположны по

знаку? 

2.4.3. Найти все значения параметра a , при которых отношение 
корней уравнения 2 16 0x ax+ − =  равно – 4? 

2.4.4. Найти все значения параметра a , при которых корни уравнения 
2 2 0x x a− + =  удовлетворяют  условию 

2 1
7 4 47x x− = ?

2.4.5. При каких значениях параметра m уравнение 2 4 1 0mx x− + =  

не имеет действительных корней? 

2.4.6. При каких значениях параметра k сумма корней уравнения 
2 2 4 5 0x k k x k 

 
 

+ + − − =  равна 0? 

2.4.7. При каких значениях параметра a  уравнение
2 22 2 7 0x x a a+ + − − =  имеет различные корни? 

2.4.8. При каких значениях параметра m произведение корней 
уравнения 2 24 6 5 0x x m m− + − + =  равно 0? 

2.4.9. При каких значениях параметра k уравнение 
2 22 4 6 2 0x k x k k 

 
 

− − + + + =  имеет равные корни?

2.4.10. Найти значение параметра a , при котором один из корней 
уравнения 22 6 1 0x x a− + − =  больше другого на 10? 

2.4.11. Определить значение параметра b, при которых одним из 
корней уравнения 2 2 1 2 1 0bx b x b 

 
 

+ + + − =  является число b.

2.4.12. Найти значения параметров a  и b, при которых корни 
уравнения 24 1 0x a x b 

 
 

+ − + =  удовлетворяют системе 
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1 2

1 2

2 5

1?

x x

x x







+ =
− =

 

2.4.13. При каких значениях параметра b уравнение 
22 2 4b x b x 

 
 
+ = +  имеет бесконечно много решений?

2.4.14. Указать, при каких значениях параметра t уравнение 
22 2t x t x 

 
 
+ − =  не имеет решений?

2.4.15. При каких значениях параметра a  уравнение
( )6 1 2 7ax a a x 

 
 

− − = + −  имеет бесконечно много решений?

2.4.16. При каких значениях параметра k уравнение 2 3 2 3x k x+ = +
имеет положительное решение? 

2.4.17. При каких значениях параметра a  уравнение 
0,5 5 1 4,5 2 2x a x   

   
   

− = − −  имеет бесконечно много решений? 

2.5. Уравнения, содержащие знак модуля 

Модулем числа a  называется само число 




〈−
≥

=
0a,a

0a,a
a

Пример. Решить уравнение 58 =−x . 

Приравняем выражение, стоящее под знаком модуля к нулю: 
x-8=0, значит x=8.

Обозначим на числовой оси точку x=8 и определим знаки 
раскрытия модуля на промежутках. 

Т.к. получилось два промежутка, значит, рассмотрим два случая: 
Случай 1. 

Если x<8, то модуль раскроется со знаком «−». Модульные 
скобки запишем в виде обычных и перед ними поставим знак «−». 

58 =−− )x(  
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Решая это уравнение получаем, что x1=3. x1 будет являться 
решением, т.к. нами рассматривалось условие, что x<8 и x1 

принадлежит этому промежутку.  
Случай 2. 

Если x>8, то модуль раскроется со знаком «+». Модульные 
скобки запишем в виде обычных и перед ними поставим знак «+». 

58 =−+ )x(  

Решая это уравнение, получаем, что x2=13. x2 будет являться 
решением, т.к. нами рассматривалось условие, что x>8 и x2 

принадлежит этому промежутку. 
Ответ: x1=3, x2=13. 

Если уравнение содержит несколько модулей, то следует 
приравнять к нулю каждое выражение, стоящее под знаком модуля и 
все полученные результаты нанести на числовую ось. Затем 
рассматривать знаки постоянства каждого модуля в отдельности на 
каждом из полученных промежутков. 

Решить уравнение: 

2.5.1. 1 3x− =  2.5.2. 7 2x− =  

2.5.3. 2 3x+ =  2.5.4. 3 3x− =  

2.5.5. 1 3x x+ =− 2.5.6. 3 2 1x x+ = −  

2.5.7. 3 5x x=− −  2.5.8. 2 20 0x x+ − =

2.5.9. 2 2 3 5 0x x x+ − − − =  2.5.10. 2 5 4 0x x+ + =

2.5.11. 2 2 0x x− − =
   

2.5.12. 
2

1 1 2 0x x 
 
 
− + + − =  

2.5.13. 2 5 3x x− − − =  2.5.14. 3 2 5x x− − − =  

2.5.15. 2 3 2x x− = +  2.5.16. 4 2 2x x− + − =  

2.5.17. 9 10x x+ = +  2.5.18. 2 33x x− = −

2.5.19. 4 2 1 7x x x+ + = + − 2.5.20. 2 1 6 2 4 15x x x− + = − +

2.5.21. 5 2 3 2 3x x x− + + = −  2.5.22. 29 5x− =  
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2.5.23. 1 2 3 2x x x− + − + − =  2.5.24. 5 3 1 4x x x+ − − + − =  

2.5.25. 1 4 1 2x x x− − − + + =  2.5.26. 2 4 3 5x x x− + − − − =  

2.5.27. 2 24 3 5 6 1x x x x− + + − + =  

2.5.28. 4 1
1 2

x
x

= +
+ −

 2.5.29. 3 3
3 1

x
x

= +
+ −

2.5.30. 

2

2

4 3
1

5

x

x x

− +
=

+ −
    2.5.31. 2 9 2 5x x− + − =  

2.5.32. 3 0x x+ = 2.5.33. 2 4 3 4 2 3x x x
 
 
 

− + =− +  

2.5.34. 
14 1

3 1
x

x
− = −

    2.5.35. 
2

1 1

x xx
x x

+ =− −

2.6. Иррациональные уравнения 

Отметим, что уравнение Rn),x(q)x(f n2n2 ∈= , является, 
вообще говоря, следствием уравнения ( ) ( )f x q x= .Поэтому, если в
процессе решения обе части уравнения возводятся в четную степень, 
то каждый из найденных корней полученного уравнения должен 
проверен, является он корнем исходного уравнения или нет. 

Проверка осуществляется непосредственной подстановкой 
корня в исходное уравнение; если при этом исходное уравнение 
обращается в тождество, то данный корень действительно является 
корнем исходного уравнения, в противном случае он является 
посторонним. 

Пример 1. Решить уравнение 1 2 6 6x x− + + = .

Решение. Так как обе части уравнения неотрицательны, их 
можно возвести в квадрат: 

21 2 2 4 6 2 6 36x x x x− + + − + + =  

или 

 22 2 4 6 3 31x x x+ − =− +  
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Снова возводим в квадрат (не проверяя область возможных решений, 
понадобится проверка): 

  2 28 16 24 9 186 961x x x x+ − = − +  
откуда 

2 202 985 0x x− + =  

Получаем
1 2

5, 197x x= = , и в ходе проверки убеждаемся, что
корнем является только 5x= . 

Ответ: 5x= .

Пример 2. Решить уравнение 31 2 6 2x x+ − − = . 

Решение. Перепишем уравнение в виде: 
    32 6 1 2x x− = + −  

и возведем обе части в куб: 
 2 6 1 1 6 1 12 1 8x x x x x   

   
   

− = + + − + + + − ,

  13 1 8 1x x x   
   
   
+ + = + ,

 
2 2

13 1 64 1x x x     
     
     
+ + = + ,

21 38 105 0x x x  
  

  
+ − + =  

Имеем 
1 2 3

1, 3, 35x x x=− = =  и в ходе проверки убеждаемся, что все
найденные значения являются корнями уравнения. 

Ответ: 
1 2 3

1, 3, 35x x x=− = = . 

Решить уравнение: 

2.6.1. 1 3 1x x+ = +  2.6.2. 1 3 1x x+ = −  

2.6.3. 7 1x x− = −  2.6.4. 2 11 2 7x x− = −  

2.6.5. 
1 3
1

x
x
+ =− 2.6.6. 7 5 2 0x x x  

    
− − + =  

2.6.7. 7 1 2 4x x+ = + 2.6.8. 10 2 6x x+ + − =  

2.6.9. 15 3 6x x− + − =  2.6.10. 2 2 6x x+ = + −
2.6.11. 3 1x x− − =  2.6.12. 8 5 20 2 0x x+ − + + =  

2.6.13. 4 2 4 2 4x x− + + =  2.6.14. 2 3 3 3 1x x+ + + =  

2.6.15. 3 1 4 1x x+ − + =  2.6.16. 3 5 3 2x x− = − −
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2.6.17. 2 2 1 2 2x x+ = − −    2.6.18. 2 4 1 0x x 
 
 

− − =  

2.6.19. 
1 1 3
1 1 2

x x
x x
+ −− =− +

2.6.20. 
8 10 2

10
x

x
− − =

−
 

2.6.21. 
3 1 13

1

x x
x

− = +
+

 2.6.22. 
3 14 3
3 5

xx
x

−− =
−

2.6.23. 22 120 0x x x− − =  2.6.24. 2 211 11 42x x+ + + =  

2.6.25. 2 213 2 13 35x x+ − + =     2.6.26. 
2 17 6

1 2
x x

x x
− −− =− −  

2.6.27. 2

2

310 1 13
1

x x
x x

− − + =
− −

 

2.6.28. 3 62 5 18x x+ =  

2.6.29. 
1 2 11 3

0
3 5 9

z z
z z

+ −− =
− −

2.6.30. 3 38 4 1 5 1 4x x 
 
 

+ = + + +

2.6.31. 
4

3 2
3 3

x
x

+ + =
+ +

 

2.6.32. 
6

3 9 5
3

x x
x

− + = −
−

2.6.33. 
3 2 2 3 1x x x− − = +  

2.6.34. 11 3 2 9 7 2 0x x x x+ − − − + + − =  

2.6.35. 3 32 1 1 1x x− + − =

2.7. Задания для самостоятельной работы абитуриента 

I вариант 

Решить уравнения: 

2.7.1. 

( ) ( )2
1 1 1

122 1x x x
− =

+ +

2.7.2. 04x4xx
3 23 =+−⋅

2.7.3. 1 1x x+ − =
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2.7.4. При каком положительном значении параметра с, один из 
корней уравнения 0c9x6x8 2 =+−  равен квадрату другого? 

II вариант 

Решить уравнения: 

2.7.5. 
2

2

12 30 21 3 7 6 5
3 4 4 316 9

x x x x
x xx

+ − − += +− +−
 

2.7.6. 3 7 1 2x x+ − + =  

2.7.7. 7 12 7 11 1x x− − − =  

2.7.8. Найти коэффициенты А и В уравнения 2 0x Ax B+ + = , если 
известно, что числа А и В являются и его корнями. 

2.8. Задания для подготовки к ЕГЭ 

2.8.1. Найти решение уравнения 13 −=− xx  

1)0;     2)1;     3)2;     4)3

2.8.2. Указать промежуток, которому принадлежат корни 
уравнения 22 +=+ xxx  

1) [ ]4,7− ;     2) [ ]0,4− ;     3) [ ]2,0 ;     4) [ ]5,2

2.8.3. Указать промежуток, которому принадлежат корни 
уравнения 17 −=− xx  

1) [ ]0,2− ;     2) [ ]2,0 ;     3) [ ]4,2 ;     4) [ ]7,4

2.8.4. Решить уравнение 24 +−= xx

1)13;     2)-27;     3)4;     4)±2

2.8.5. Решить уравнение 06 =−− xx  

1) 4;9;     2) ±3;     3) 17;     4) 2

2.8.6. Решить уравнение 03325 2 =−⋅−−⋅ xxx  (если уравнение 
имеет более одного корня в ответе, запишите произведение всех его 
корней). 
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Глава 3 

Системы уравнений с двумя переменными 

Для уравнения с двумя переменными существует, вообще гово-
ря, бесконечно много пар чисел ),( ba  таких, что при подстановке их в 
уравнение получаются верные числовые равенства. Если же рассмат-
ривают два уравнения с двумя переменными и ставится задача найти 
все пары чисел ),( ba , таких, что при подстановке их в уравнения по-
лучаются верные числовые равенства, то говорят, что задана система 

двух уравнений с двумя переменными.  
Решить систему уравнений – значит найти множество всех пар 

чисел, которые обращают уравнения системы в верные числовые ра-
венства. Такие пары чисел будем называть решением системы. Если 
множество решений пусто, то систему называют несовместной. 

Две системы называются равносильными, если они обе несов-
местны или если множества их решений совпадают. 

Не все преобразования приводят к равносильным системам. 
Например, при возведении в четную степень обеих частей одного или 
двух уравнений системы могут получиться посторонние решения. В 
этом случае говорят, что получено следствие исходной системы. 

Итак, следствием данной системы называется система, множе-
ство решений которой шире множества решений данной системы. 

При решении систем пользуются только теми преобразования-
ми, при которых получаются либо равносильные системы, либо след-
ствия. В последнем случае для отсева посторонних решений необхо-
димо делать проверку. 

Преобразования, при которых можно потерять решения систе-
мы, являются недопустимыми. Например, недопустимы умножение 
или деление обеих частей уравнений системы на выражение, содер-
жащее переменные. 

Основные методы решения систем: 

− метод подстановки;
− метод алгебраического сложения уравнений;
− метод замены переменной.

Рассмотрим каждый из названных методов.
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3.1. Метод подстановки 

Метод подстановки, или исключения неизвестного, основан на 
том, что если из одного уравнения системы выразить одну перемен-
ную через другую и подставить полученное выражение во второе 
уравнение, то это уравнение будет содержать уже только одну пере-
менную. 

Метод подстановки является равносильным преобразованием 
системы, поэтому полученные решения проверять не надо. 

Этот метод особенно удобен, если в одно из уравнений системы 
какая-нибудь переменная входит в первой степени. 

Пример. Решить систему 




=+
=+

.16

,42
24

2

yx

yx

Решение. Из первого уравнения находим .24 2xy −=  Подстав-
ляя это значение во второе уравнение, получаем 16)24( 224 =−+ xx . 

Приведя это уравнение к стандартному виду, получим биквадратное 
уравнение .0165 24 =− xx  Решая его, находим 

5

4
,

5

4
,0 432,1 −=== xxx . Подставляя найденные значения х в 

выражение 224 xy −= , находим 
5

12
,4 432,1 −=== yyy . 

Ответ: 





 −−






 −

5

12
;

5

4
,

5

12
;

5

4
),4;0( . 

Решить системы методом подстановки: 

3.1.1. 





−=−
=−

.23

,722

yx

xyx
    3.1.2. 









=
+
+

−

=
−

−

.1
2

3

,4
2

x

yx
y

yx
x

3.1.3. 





−=−
−=−+−

.1

,112732 22

yx

yxyxyx
 

3.2. Метод алгебраического сложения уравнений 

Этот метод основан на том, что если к обеим частям одного из 
уравнений системы прибавить соответствующие части другого урав-
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нения, умноженные на одно и то же число, а другое уравнение оста-
вить без изменения, то получим систему, равносильную данной. 

Обычно с помощью этого метода получают систему, к которой 
затем применяют метод подстановки. 

Пример. Решить систему 




=−
−=+−−

.1

,233
22

2233

yxx

xyxyx

Решение. Умножим второе уравнение на 3 и сложим с первым. 

получим систему 




=−
=−

.1

,1)(
22

3

yxx

yx Из первого уравнения находим 

.1−= xy  Подставив это выражение во второе уравнение, получим 
кубическое уравнение .012 23 =+− xx  Так как сумма коэффициентов 
многочлена равна 0, то один из корней равен 1. Разделим левую часть 
уравнения на 1−x  и получим второй множитель: 

0)1()1( 2 =−−− xxx . Решая это уравнение, находим его корни: 

2

51
,

2

51
,1 321

−
=

+
== xxx . 

Подставляя найденные значения х в выражение 1−= xy , нахо-

дим 
2

51
,

2

51
,0 321

−−
=

+−
== yyy . 

Ответ: (1; 0), 






 −−−







 +−+
2

51
;

2

51
,

2

51
;

2

51
. 

Используя метод алгебраического сложения, решить системы 
уравнений: 

3.2.1. 





=−
=+

.13

,2082
22

22

yx

yx
  3.2.2. 





=+
=+

.35

,30)(
33 yx

yxxy

3.2.3. 





=−−
=−+−

.4)23()52(

,17)23()52( 22

yx

yx
 

3.3. Метод замены переменной 

Этот метод выгодно использовать при решении симметрических 
систем или систем, содержащих однородное уравнение. 
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3.3.1. Симметрические системы 

Функция ),( yxf  называется симметрической, если для всех х и 
y выполнено равенство ),(),( xyfyxf = . 

Пример. Многочлен 15323),( 22 ++−= yxyxyxf  является симмет-
рической функцией, так как 

),(1532315323),( 2222 yxfyxyxxyxyxyf =++−=++−= . 

Теорема (о симметрических многочленах). Любой симметриче-
ский многочлен от двух переменных может быть представлен в виде 
функции от двух основных симметрических многочленов 

yxyxu +=),(  и xyyxv =),( . 

Пример. vuxyyxxyyxyxyx 22)(2)2( 222222 −=−+=−++=+ . 

Теорема о симметрических многочленах применяется для упро-

щения систем 






=
=

0,

0,

y)g(x,

y)f(x,
где левые части уравнений –

 симметрические функции. 

Пример. Решить систему уравнений 




=+
=+
.5

,10
22

33

yx

xyyx
 

Решение. Эта система является симметрической, поэтому делаем 
замену xyvyxu =+= , . Так как )( 2233 yxxyxyyx +=+ , а из второ-
го уравнения 522 =+ yx , то vxyxyyx 5533 ==+ . 

Так как vuyx 2222 −=+ , то второе уравнение системы: 

522 =− vu . Имеем: 














−=
=





=
=

⇔








=
=

⇔
=−

=

.3

,2

;3

,2

;9

,2

;52

,105
22

u

v

u

v

u

v

vu

v

Перейдем к переменным х и у. Первая система совокупности да-
ет следующие результаты: 













=+−
−=

⇔
=−

−=
⇔

=
=+

;023

,3

;2)3(

,3

;2

,3
2 xx

xy

xx

xy

xy

yx














=
=





=
=

⇔

.1

,2

;2

,1

y

x

y

x
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Вторая система имеет решения )1,2(),2,1( −−−− . 

Ответ: )1,2(),2,1(),1,2(),2,1( −−−− . 

Решить системы, используя замену переменных: 

3.3.1.1. 







=+

=+

.
6

511

,3022

yx

xyyx
 3.3.1.2. 







=+

=+

.12

,18
22

yx

x

y

y

x

3.3.1.3. 




=+++
=+−

.1122

,1
22 yxyx

yxyx
  3.3.1.4. 





=
=+++

.3

,922244

xy

yxyx
 

3.3.2. Системы, содержащие однородное уравнение 

Уравнение с двумя переменными ( ) 0, =yxf  называется одно-
родным, если ( ) ( )yxfkkykxf m ,, = . При ...;2;1;0=m  однородное 
уравнение называется уравнением соответственно нулевой, первой, 
второй и т. д. степени. 

Другими словами, уравнение ( ) 0, =yxf  называется однород-
ным уравнением степени т относительно х и у, если ( )yxf ,  –

 однородный многочлен степени т, то есть степень каждого его од-
ночлена равна одному и тому же числу т. 

Пример. Уравнение 15=−
x

y

y

x однородное, а уравнение 

1523 22 =+− yxyx  таковым не является. 
Действительно, представив первое из данных уравнений в фор-

ме ( ) 0, =yxf , получаем: 

( ) ( )yxfk
x

y

y

x
k

x

y

y

x

kx

ky

ky

kx
kykxf ,151515, 00 =








−−=−−=−−= . 

Это значит, что первое уравнение является однородным, причем ну-
левой степени. 

Второе уравнение дает  
( ) =−+−= 1523, 22222 ykxykxkkykxf ( ) 1523 222 −+− yxyxk ,

что не равно ( )yxfk m , . Таким образом, второе уравнение однород-
ным не является. Кстати, можно было сразу увидеть неоднородность 

второго уравнения, так как в многочлене 1523 22 −+− yxyx  все чле-
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ны, кроме последнего, второй степени, а число 15 является одночле-
ном нулевой степени. 

Системы, содержащие однородное уравнение, легко свести к си-
стемам, где зависимость между неизвестными х и у в одном из урав-
нений – линейная, то есть имеющая вид axy = , где а – неизвестный 
параметр. Это облегчает применение метода подстановки. 

Пример 1. Решить систему 




−=+−
=−+

.132

,023
22

22

yxyx

yxyx

Решение. Первое уравнение системы однородное, поэтому вво-
дим в него замену axy = : 

0)23(023023 22222222 =−+⇔=−+⇔=−+ aaxxaaxxyxyx . 

Так как 0=x  ни при каком значении у не входит в решение си-
стемы, то полученное в результате замены уравнение означает, что 

023 2 =−+ aa , что дает 1−=a  или 
2

3
=a .

Таким образом, xy −=  или xy
2

3
= , и данное уравнение равно-

сильно следующей совокупности: 

















−=+−

=





−=+−
−=

.132

,
2

3

;132

,

22

22

yxyx

xy

yxyx

xy

Решаем ее: 

















=−

=





−=
−=

⇔




















−=+−

=





−=++
−=

⇔

















−=+−

=





−=+−
−=

.04

,
2

3

;16

,

;1
4

9

2

9
2

,
2

3

;132

,

;132

,
2

3

;132

,

2

2

222

222

22

22

x

xy

x

xy

xxx

xy

xxx

xy

yxyx

xy

yxyx

xy

Первая система не имеет решения, так как множество решений 
уравнения 16 2 −=x  пусто. Вторая система дает решения 

)3;2(),3;2( −− . 

Ответ: )3;2(),3;2( −− . 
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Пример 2. Решить систему 




=+−
=−−

.4232

,332
22

22

yxyx

yxyx

Решение. Ни одно из уравнений системы не является однород-
ным, однако в левой части уравнений стоят однородные функции. 
Применим стандартный приём, который позволяет свести систему 
такого вида к однородному уравнению. Умножим первое уравнение 
на 4, а второе на 3 и вычтем из первого уравнения второе.  

Имеем: 4334)232(3)32(4 2222 ⋅−⋅=+−−−− yxyxyxyx , или 

01852 22 =−+ yxyx . Полученное однородное уравнение запи-

шем в системе с одним из данных: 




=−−
=−+
.332

,01852
22

22

yxyx

yxyx
 

В однородном уравнении производим замену axy = : 

01852 2222 =−+ xaaxx 0)1852( 22 =−+⇔ aax . 

Если 0=x , то из первого уравнения системы получаем 0=y , но 
пара (0; 0) не удовлетворяет второму уравнению, а, значит, и системе. 

Поэтому 0≠x . Но тогда 01852 2 =−+ aa , откуда 
2

1
=a  или

9

2
−=a .

Получаем следующие зависимости между х и у: yx 2=  или yx 5,4−= . 

Таким образом, данная система равносильна следующей сово-
купности: 

















=

−=




=
=











⇔







=−+

−=




=−−
=










⇔





=−−
−=





=−−
=

.
14

1

,5,4

;1

,2

;33
2

9

2

81

,5,4

;3328

,2

;332

,5,4

;332

,2

2

2

222

222

22

22

y

yx

y

yx

yyy

yx

yyy

yx

yxyx

yx

yxyx

yx

 

Очевидно, последней совокупности удовлетворяют четыре па-
ры, которые и являются решением данной системы. 

Ответ: (2, 1), (-2, -1), 





−

14

1
;

142

9
, 






 −

14

1
;

142

9
. 

Решить системы уравнений: 

3.3.2.1. 





=+
=+

.3

,73
2

22

yxy

yx
    3.3.2.2. 





=+
=−

.182

,94
2

22

yxy

yx
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3.3.2.3. 





=+
=+

.1

,1
22

33

xyyx

yx
 3.3.2.4. 










=
+

+
+

=
+

+
+

.1
18

,
6

1345

22

22

xyyxyx

xyyxyx

3.3.2.5. 




=+
=+

.5

,3
22 yx

yx
3.3.2.6. 





=+++
=−+−

.022

,02112
22

22

xxyyx

yyx

3.4. Задания для самостоятельной работы 

Решить системы уравнений: 

3.4.1. 

2 2

2

5 1

3 7 1

x y

xy y

 − = −


+ =
  3.4.2. 

2

2 2

3 2 160

3 2 8

y xy

y xy x

 − =


− − =

3.4.3. 

2 2

2 2

3 1

3 3 13

x xy y

x xy y

 − + = −


− + =
  3.4.4. 

2 2

2 2

3 4 2 17

16

x xy y

x y

 − + =


− = −

3.4.5. 

2 2

2

2 2

4

x xy y

xy y

 − − =


+ =
  3.4.6. 

2 2

2 2

5 6 5 29

7 8 7 43

x xy y

x xy y

 − + =


− + =

3.4.7. 

3 3

2 2

72

12

x y

x xy y

 + =


− + =
 3.4.8. 

3 3

2 2

218

109

x y

x xy y

 − =


+ + =

3.4.9. 

3 3 133

7

x y

x y

 − =


− =
    3.4.10. 

2 10

2 2

x xy y

x xy y

+ + =
 − + = −

3.4.11. 
7

13

xy x y

xy x y

− + =
 + − =

  3.4.12. 
29

2( ) 2

xy x y

xy x y

+ + =
 − + =

3.4.13. 

2 2

2 2

18

6

x y x y

x y x y

 + + + =


− + − =
 3.4.14. 

2 22 2 5

4 4

x y xy

x y xy

 + =


− =

3.4.15. 

22 3 5 5 0

( 2)( 1) 0

x xy y

x y

 − + − =


− − =
   3.4.16. 

2 2 41

9

x y

x y

 + =


+ =
 

3.4.17. 
3 3

( ) 30

35

xy x y

x y

+ =


+ =
 3.4.18. 

1
5

5

6

x y x y

x y x y

xy

+ − + = − +
 =
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3.5. Задания для подготовки к ЕГЭ 

Задания с выбором ответа (уровень части А) 

3.5.1. Найти значение выражения 22 yx + , где (х; у) – решение систе-

мы уравнений 




−=+
=−

.4

,12

yx

yx

1) 17 2) 5 3) 13, 4) 10

3.5.2. Вычислить значение разности yx − , где (х; у) – решение систе-

мы уравнений 




=−+
=+

.11)3()73(

,173

yxyx

yx

1) -2 2) 7 3) 3 4) -3

3.5.3. Вычислить сумму положительных значений х и у, где (х; у) – 

решение системы уравнений 




=−
=+

.5

,25
2

22

xy

yx

1) 11 2) 8 3) 7 4) 14

Задания с кратким ответом (уровень части В) 

3.5.4. Вычислить наибольшее значение 
y

x , где 0,0 << yx  и (х; у) –

решение системы уравнений 






−=−

=
−
+

.42

,6
1

xyy

y

yx

3.5.5. Вычислить значение произведения ху, где (х; у) – решение си-

стемы уравнений 




=+−
=−

.200)()(

,2
22 yxyx

yx

3.5.6. Вычислить значение отношения 
y

x , где yx >  и (х; у) – решение

системы уравнений 




=+
=++

.12

,7
22 xyyx

yxxy
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Задания с развернутым ответом (уровень части С) 

Пример. Найти количество всех решений системы уравнений 







++=





 +

+

−=−

.31
3

,113)3(
5,0

2
y

x

y
x

xyx

Решение. 
1) Во втором уравнении системы выражение 3+y  стоит под зна-

ком корня четной степени, следовательно, 03 ≥+y . 

2) Так как 3=x  ни при каком значении у не удовлетворяет перво-
му уравнению системы, то разделим левую и правую часть этого 

уравнения на x−3 :  
x

x
y

−
−

=
3

113
. Отсюда 3y + .

3x

2
3

x3

11x3

−
=+

−
−

=

Но из пункта 1) это выражение неотрицательно, следовательно, 3>x . 

3) Перепишем второе уравнение системы в следующем виде:

31
3

2
++=

+
+ y

x

y
x . Так как 3>x , то xx =2 . Кроме того, ввиду 

положительности значения х можно умножить левую и правую часть 
этого уравнения на х, тогда уравнение примет вид: 

332 +⋅+=++ yxxyx , или 3)1()1( +−=− yxxx , откуда 1=x  

или 3+= yx . 

4) При 1=x  .4−=y  Это одно из решений системы.
     5) Если 3+= yx , то ввиду того, что 3>x , операция возведения 
обеих частей последнего равенства в квадрат – равносильное преоб-
разование. Получаем 32 += yx , откуда 32 −= xy . Подставив это вы-

ражение в первое уравнение системы, 
получим уравнение, зависящее только 

от х: 
3

22

−
=

x
x . Нужно ответить на во-

прос, имеет ли это уравнение корни. 
6) В одной и той же системе ко-

ординат построим графики функций 
2)( xxf =  и 

3

2
)(

−
=

x
xg . Очевидно,

точка пересечения графиков этих 
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функций существует, следовательно, существует и второе решение 
данной системы. 

Ответ: система имеет два решения. 

Выполнить задания с развернутым ответом: 

3.5.7. Найти количество всех решений системы уравнений 









++=










+
+

−−=
−

.21
2

,37
5,0

2

3

y
y

x
x

xxxy

3.5.8. Найти количество всех решений системы уравнений 









−+=










+
+

=++++
−

.5
5

)1(

,093
5,0

2

23

xy
y

x

yxxyxx

3.5.9. Найти количество всех решений системы уравнений 







−+=
−

+

=+

.11
1

,7

2

3

y
x

y
x

xyx
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Глава 4 

Решение рациональных неравенств 

4.1. Числовые неравенства и их свойства 

Действительные числа можно сравнить, т.е. для любых 
неравных действительных чисел a  и b можно указать, какое число 
больше, а какое меньше. 

Говорят, что a  больше числа ( )b a b> , если разность a b−  

положительна, если же разность a b−  отрицательна, то говорят, что 
число a  меньше числа ( )b a b< . При этом выражения ,a b a b< >  

называют строгими неравенствами. 
С геометрической точки зрения неравенство ( )a b a b> <  

означает, что точка a  расположена на числовой прямой правее 
(левее) точки b . 

Рассматривают также нестрогие неравенства вида a b>  и a b< . 

Запись a b≥  означает, что число a  либо больше числа b , либо равно 
числу b . 

Неравенства бывают верными (истинными) и неверными 
(ложными). Например, 3 2;10 10; 3,14π> ≥ > −верные неравенства. 
Примерами неверных неравенств могут служить следующие 
неравенства: 3 2;10 10; 3,14.π< > <  

Пример. Сравнить числа 
1

3
− и 0,34.

Решение. Найдем разность данных чисел: 
1 1 34 1 100 34 3 2

0,34
3 3 100 300 300

⋅ − ⋅
− = − = = −

Вывод: 1
0,34

3
<

Основные свойства числовых неравенств. 
Для действительных чисел , , ,a b c d  выполняются следующие 
свойства: 
(1) если ,a b> то ;b a<
(2) если a b>  и b c> , то ;a c>
(3) если ,a b> то ;a c b c+ > +
(4) если ,a b> 0,c >  то ;ac bc>
(5) если ,a b> 0,c < то ;ac bc<
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(6) если ,a b> ,c b>  то ;a c b d+ > +
(7) если 0, 0,a b c d> > > >  то ;ac bd>
(8) если 0ba >> , n∈R, то ;n na b>
(9) если 0b,0a >> , n∈R, ;n na b>  то ;a b>

(10) если 0,a b> >  то 1 1
.

a b
<

Решение неравенств с одним неизвестным. 
Рассмотрим неравенство: ( ) ( ).f x g x>  

Областью допустимых значений (ОДЗ) этого неравенства 
назовем множество значений ,x при которых существуют обе части 
этого неравенства. 

Решением данного неравенства называется любое число из 
области допустимых  значений, которое при подстановке в 
неравенство обращает его в верное числовое неравенство. 

Решить неравенство – значит найти множество всех его 
решений. Если множеством решений неравенства является пустое 
множество, то говорят, что данное неравенство решений не имеет. 

Два неравенства называются равносильными, если они имеют 

одинаковые множества решений. Например, неравенства 1
0

x
> и

0x >  равносильны, так как и первое неравенство и второе имеют 
одно и то же множество решений – интервал (0; ).x∈ +∞  

Если при решении уравнений можно в процессе преобразований 
переходить не только к равносильному уравнению, но и к уравнению-

следствию, а затем с помощью проверки отсеивать приобретенные 
«посторонние» решения, то при решении неравенств, как правило, 
получается бесконечное множество решений, что затрудняет 
выполнение проверки. Поэтому при решении неравенств необходимо 
следить за равносильностью преобразований. При этом используют 
следующие утверждения о равносильности неравенств. 
1. Неравенства ( ) ( ) ( )f x g x f x< >  равносильны.
2. Неравенства ( ) ( )f x g x<  и ( ) ( ) 0f x g x− <  равносильны.
3. Неравенства ( ) ( ) ( )f x x g xϕ+ <  и ( ) ( ) ( )f x g x xϕ< −  равносильны.
4. Если в левой и правой части неравенства ( ) ( )f x g x<  прибавить
одно и то же выражение ( )p x , имеющее смысл при любых x  из
области допустимых значений данного неравенства, то получится
неравенство ( ) ( ) ( ) ( )f x p x g x p x+ < +  равносильное данному.
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5. Неравенства ( ) ( )f x g x<  и ( ) ( ) ( ) ( )f x p x g x p x<  равносильны, если
( ) 0p x >  для всех x  из области допустимых значений неравенства
( ) ( )f x g x< .

В частности, неравенства ( ) ( )f x g x<  и ( ) ( )af x ag x<  равносильны 
для любого положительного числа a . 

6. Неравенства ( ) ( )f x g x<  и ( ) ( ) ( ) ( )f x p x g x p x>  равносильны, если
( ) 0p x <  для всех x  из области допустимых значений 

неравенства ( ) ( )f x g x< . 

В частности, неравенства ( ) ( )f x g x<  и ( ) ( )af x ag x>  

равносильны для любого отрицательного числа a . 

7. Если выражения ( )g x  и ( )p x  тождественно равны, то неравенства
( ) ( )f x g x< и ( ) ( )f x p x<  равносильны.

8. Если обе части неравенства ( ) ( )f x g x<  неотрицательны при всех
x  из области допустимых значений данного неравенства, то после 
возведения их в натуральную степень n  получится 
неравенство ( ) ( )n nf x g x< , равносильное данному. 
Аналогичные утверждения имеют место и для нестрогих 
неравенств ( ) ( )f x g x≥ и ( ) ( )f x g x≤ . 

Пример. 
Равносильны ли неравенства: 5962 <++ xx  и 53 <+x

Решение. Неравенства неравносильны. Действительно, 
535)3(596 22 <+⇔>+⇔<++ xxxx  

Неравенство 53 <+x  будет верным и тогда, когда 53 −<+x , 

например, при x = –100. Первое же неравенство верно лишь когда 
535 <+<− x , т. е., при x = –100 оно неверно.

Ответ: неравенства неравносильны. 

Определить равносильность неравенств: 

4.1.1. )52()2( −>+ xxxx  и 522 −>+ xx . 

4.1.2. 2
65

3
2

<
+−

−
xx

x
 и  015112 2 >+− xx . 
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4.1.3. Определить равносильность неравенства и системы 

неравенств: 4)2(4 222 −≤−− xxx   и 





≤−

≥−

12

04

2

2

x

x

4.2. Решение линейных неравенств 

Линейным неравенством называется неравенство вида ax b>  

(вместо знака > может быть и любой другой знак неравенства), 0≠a , 

x R∈ . 

Решение линейных неравенств: 

1) если 0a > , то b
x

a
> ;

2) если 0a < , то
a

b
x < ; 

3) если 0a =  и 0b < , то неравенство выполняется для любого
x R∈ ;

4) если 0a =  и 0b ≥ , то неравенство не имеет решений.

Пример. Решить неравенство: 5 2 1x x− > − . 

Решение. Для решения неравенства выполним равносильные 
преобразования: 5 2 1 3 6 2x x x x− > − ⇔ − > − ⇔ <  

Ответ: )2;(−∞∈x

Решить неравенства: 

4.2.1. 3 9x− > −  4.2.2. 3 11 4 25x x+ > − +  

4.2.3. 
2 3 5 1

2
10 6

x x− +
− > 4.2.4. 

4
1

2

1

5

53 xxx
−<

+
−

−

4.2.5. Найти целые решения неравенства 
3 7 2 3

1
4 5

x x− −
< + .

4.2.6. При каких значениях x  дробь 4 16

35

x −
 положительна? 

Найти наибольшее целое решение неравенства: 
4.2.7. 1

2

13

3

12 >−−+ xx
 

4.2.8. 
8 4 9 5

2
11 10

x x+ −
− >

4.2.9. 
7 1 4 5

1
9 5

x x+ −
− >

4.2.10. 
6 2 7 2 4

7 8 3

x x− −
− > −
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4.2.11. 
9 2 10 2

2
10 9

x x+ −
− >  

4.2.12. 
7 3 6 2

1.5
8 5

x x+ −
− >  

4.2.13. 
3 5 5 8 1

4 6 6

x x− −
− >

4.2.14. 
5 3 8 2 8

3 6 7

x x− −
− > −

4.2.15. 
5 1 8 3 3

4 5 2

x x− −
− ≥ −

4.2.16. 
3

2

4

13

8

2-5 −>−− xx

Решить неравенства: 

4.2.17. 
6 5.5 2 1 5 1

8
10 6 8 4

x x x− − −
+ > + +

4.2.18. 
3 2

3(2 1) 7
4 2

x
x

+
− − < −  

4.2.19. 
2 1 3( 1) 1

3
4 2 2

x x x− + −
− < +  

4.2.20. 
2 9 15 3 9 12

3
2 6 3

x x x− − −
+ > −

4.2.21. 
( )3 21

4 0
3 2

xx +−
− − >  

4.2.22. ( )1
2 ( 7) 3 2 3 1

4
x x− + < − +

4.2.23. 
3 3 27 9

5
6 20 12

x x x− + +
+ < −

Найти наибольшие целые решения неравенств: 

4.2.24. 
3 2 3

3
4 2

x x+ −
− <  4.2.25. 

2 2 3
1

5 3

x x− +
− >  

Найти наименьшие целые решения неравенств: 

4.2.26. 1
6 7

x x
− <  

4.2.27. 
1

3
3

x ≥ −

4.2.28. 
5 2

3
11 4

x x +
− ≥  

4.2.29. 
2 2 1

2
5 2

x x+ −
− <  

4.2.30. 2( 3) 1 3( 2) 4( 1)x x x− − > − − +

4.2.31. 
2 5

1 3
3

x
x

−
− > −  
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4.3. Решение квадратных неравенств 

Квадратным называется неравенство вида 2 0, 0.ax bx c a+ + > ≠  

Решение квадратных неравенств: 

1) если дискриминант 2 4 0,D b ac= − >  то расположение знаков
квадратного трехчлена следующее ( 1 2,x x −корни квадратного 
трехчлена): 

  0a >      0a <  

1 2( ; ) ( ; )x x x∈ −∞ ∪ ∞    x 1 2( ; )x x∈
Рис. 1. 

2) если дискриминант 2 4 0D b ac= − = , то корни квадратного

трехчлена совпадают: 1 2
2

b
x x

a
= = −  (парабола 2y ax bx c= + +

касается оси OX ):  

   0a >    0a <  

1 1( ; ) ( ; )x x x∈ −∞ ∪ ∞     x∈∅
Рис. 2. 

3) если дискриминант 2 4 0D b ac= − <  (квадратный трехчлен не
имеет корней), то для всех ( ; )x∈ −∞ ∞  знак квадратного
трехчлена совпадает со знаком a :

52



   0a >   0a <  

( ; )x∈ −∞ ∞ x∈∅
Рис. 3. 

Пример 1. Решить неравенство: 2 3 2 0x x− + − ≥ . 

Решение. Умножим обе части неравенства на (-1) и получим 
равносильное: 2 3 2 0x x− + ≤ . 

Корнями квадратного трехчлена 2 3 2 0x x− + =  являются 1 и  2. 
Расставим знаки в промежутках знакопостоянства и получим ответ 

[ ]1;2x∈ . 

Ответ: [ ]1;2x∈ . 

Пример 2. Решить неравенство: 2 4 4 0x x− + < . 

Решение. Уравнение 2 4 4 0x x− + =  имеет ровно один корень 
2x = . При всех ( ; )x∈ −∞ ∞  выполняется 0442 ≥+− xx , а значит, 

исходное неравенство решений не имеет. 
Ответ: решений нет. 

Решить неравенство: 

4.3.1. 
2 6 0x x+ − >  

4.3.2. 
2 8 16 0x x− + >  

4.3.3. 02042 <++ xx  

4.3.4. 
21 2 0x x+ − <  

4.3.5. 012123 2 ≤+− xx

4.3.6. 
23 7 5 0x x− + ≤  

4.3.7. 018122 2 >+− xx

Найти наибольшие целые решения неравенств: 

4.3.8. 
2 1 0x x+ + <  

4.3.9. 
2 5 6 0x x− − + ≥  

4.3.10. 
2 2 0x x− + ≥  

4.3.11. 
2 16x <  

4.3.12. 
23 7 2 0x x− + <  

Найти наибольшие целые отрицательные решения неравенств: 

4.3.13. 
2 9x >  4.3.14. 

2 5 6x x> −
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Найти целочисленные решения неравенств: 

4.3.15. 
22 9 4 0x x− + <

4.3.16. 
22 3 2 0x x− − <  

4.3.17. 
22 5 2 0x x− + <  

4.3.18. 
22 5 3 0x x− − <  

4.3.19. 
2 6 5 0x x− + <  

4.3.20. 
2 5 4 0x x− + <  

4.3.21. 
2 2 3 0x x− − <  

4.3.22. 
2 4 3 0x x− + <  

4.3.23. 
2 2 0x x− − <  

4.3.24. Найти наибольшее значение параметра ,a  при котором 
неравенство 2 10 5x x a− − ≥  выполняется для любого действительного 
числа. 
4.3.25. При каких значениях mнеравенство 2 2 1 0x mx− + >  

выполняется при всех значениях x ? 

4.3.26. Найти наибольшее значение параметра ,a при котором 
неравенство ( ) ( )2 21 2 1 1 0a x a x− + − + >  при всех значениях x ?

4.3.27. Решить неравенство ( ) ( )2 23
4 1 2 1 3

2

x
x x

+
+ − > − + .

4.3.28. При каких значениях m  неравенство 2 2
x mx

m
− >   выполняется

для любых x ? 

4.3.29. При каких значениях параметра a  неравенство 
2 4 3 0ax x a− + + <  выполняется для всех  действительных x ? 

4.3.30. При каких значениях параметра b  неравенство 
( )2 2 1 4 1 0x b x b− + + + ≥  выполняется для всех действительных x ? 

Найти наименьшие целые решения неравенств: 

4.3.31. 
23 4 5 0x x− + ≤  

4.3.32. ( )2
2 25x − <  

4.3.33. 
24 4 1 0x x+ + ≤  

4.3.34. 
22 1 0x x− + + ≥  

4.3.35. При каких значениях параметра a  неравенство 
( )2( 1) 2 1 3 3 0a x a x a+ − − + − ≥  выполняется при всех значениях x ? 

4.3.36. При каких значениях a  неравенство 
2

1,5
4

ax

x
<

+
 выполняется

для любых значений x? 

4.3.37. Найти значения параметра m , при которых неравенство 

( )
2

2

8 20
0

2 1 9 4

x x

mx m x m

− +
<

+ + + +
 выполняется для любых значений x. 
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4.3.38. При каких значениях m  неравенство 
2

2

2
1

3 4

x mx

x x

− −
> −

− +
 

выполняется для любых x ? 

4.3.39. При каких значениях m  неравенство 
2

2

1
1

2 2 3

x mx

x x

+ −
<

− +
 

выполняется для любых x ? 

4.4. Решение рациональных неравенств методом интервалов 

Рассмотрим метод интервалов на решении неравенства 

( )mP x ∙ ( )nQ x >0 или ( )
( )

0,
m

n

P x

Q x
> где ( ) ( ),m nP x Q x −многочлены (вместо 

знака > может быть и любой другой знак неравенства). 
Исходя из свойств функций (непрерывности, монотонности, 

сохранения знаков) ( )mP x  и ( )nQ x можно применить метод 
интервалов, который заключается в следующей последовательности 
действий: 

1) Найдем область допустимых значений неравенства.
2) Найдем корни многочленов, стоящих в числителе и

знаменателе дроби. 
3) Отметим корни на числовой оси с учетом ОДЗ.
4) Отмеченные точки разобьют числовую ось на интервалы, в

каждом из которых дробь в левой части неравенства
сохраняет свой знак.

5) Определим знак этой дроби на каждом интервале и в решение
неравенства включим все те интервалы, знак в которых
совпадает со знаком неравенства.

При расстановке знаков в полученных интервалах можно 
использовать следующее правило. На самом правом интервале знак 
определяют подстановкой произвольно выбранного значения из этого 
интервала. При этом получится знак «+», если старшие 
коэффициенты многочленов ( )mP x  и ( )nQ x  одного знака, и знак «−», 

если они разных знаков. Далее двигаются справа налево. При 
переходе через точку ix  знак меняется на противоположный, если 
среди корней числителя и знаменателя ix  встречается нечетное число 
раз и не меняется, если ix  встречается четное число раз. При этом 
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количество корней ix x=  считают по количеству множителей вида 
( )ix x−  в рациональном выражении. 

Пример 1. Решить неравенство: 0)4)(5()3()5( 1425 ≥−++− xxxx . 

Решение. Отметим на числовой оси нули многочлена, стоящего 
в левой части неравенства. При x > 4 все множители положительны. 
При переходе через точку x = 4 многочлен не меняет знак, так как 
двучлен (x – 4) входит в чётной степени. При переходе через точку 
x = 1 знак многочлена изменится, так как (x – 1) входит в нечётной 
степени. На промежутке (–5; –3) многочлен отрицателен, так как при 
переходе через точку x = –3 он не изменит знак (множитель (x + 3) в 
чётной степени). При переходе через точку x = –5 знак опять 
меняется, так как (x + 5) входит в первой степени. 

Рис. 4. 

Далее, объединяя интервалы, записываем интервалы значений x, 

которые удовлетворяют данному неравенству: 

{ } [ )+∞−−−∞∈ ;13)5;( x .

Ответ: { } [ )+∞−−−∞∈ ;13)5;( x .

Пример 2. Решить неравенство: 0
82

22
2

23

≥
−+
+−−

xx

xxx

Решение. 

Имеем: 2,0
)4(

)1)(1(

)4)(2(

)2)(1)(1(

82

22
2

23

≠≥
+

−+
=

+−
−−+

=
−+
+−−

x
x

xx

xx

xxx

xx

xxx
. 

Заметим, что на двучлен (x – 2) можно спокойно сокращать; 

встретившись и в числителе и в знаменателе, он не будет влиять на 
знак неравенства. Надо лишь не забыть, что 2≠x , так как при x = 2 

не определён знаменатель данной дроби.  
Наносим на числовую ось нули числителя и знаменателя и, 

строя кривую знаков, согласно методу интервалов, получаем: 

Рис. 5. 
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Далее, рассматривая интервалы значений x, удовлетворяющие 

заданному неравенству, записываем ответ. 
Ответ: ( ] [ ) ( )+∞−−∈ ;22;11;4 x .

Решить неравенства методом интервалов: 

4.4.1. 
3

11
>

x

4.4.2. 
4

1

32

2
>

+x

4.4.3. 
2

13
>

x

4.4.4. 
7

1

1

2
>

−x

4.4.5. 
5

11
>

x

4.4.6. 
5

1

3

4
>

+x

4.4.7. 
4

13
>

x

4.4.8. 
8

1

2

3
>

−x

4.4.9. 
4

14
>

x

4.4.10. 1
1

102 >
−
−

x

x
 

Найти целочисленные решения неравенств: 

4.4.11. 0
14

56
<

+
−

x

x
 

4.4.12. 0
1

32
<

+
−

x

x
 

4.4.13. 0
52

32
>

+
−
x

x
 

4.4.14. 0
61

127
>

−
−

x

x
 

4.4.15. 0
5,02

34
>

−
+

x

x
 

4.4.16. 0
5,01

53
>

+
−

x

x
 

4.4.17. 0
25

16,0
<

+
+

x

x

4.4.18. 0
26

5,0
<

−
−

x

x
 

4.4.19. 0
45,32

22
>

+
−

x

x
 

4.4.20. 0
33

157
<

+
−

x

x
 

Найти наибольшие целые решения неравенств: 

4.4.21. 0)1)(1( ≤+− xx  

4.4.22. 0
2

4
≤

−
−

x

x
 

4.4.23. 0)7( >− xx  

4.4.24. 0
3
≤

−x

x
 

4.4.25. 0)2)(1(2 ≤+− xxx

4.4.26. 0)1)(3(2 >+− xxx  

57



Найти наибольшие целые отрицательные решения неравенств: 

4.4.27. 0
3

5
>

−
+

x

x
 

4.4.28. 0
3

2

>
−
+

x

xx
 

4.4.29. 043 <− xx  

4.4.30. 0
22

≥
−−

x

xx

Решить неравенства: 

4.4.31. 06116 234 <−+− xxxx  

4.4.32. 0)102)(2()1( 25 <−−+− xxxx  

4.4.33. 119216 36 ≤+ xx  

4.4.34. 0)3)(2(2 ≥−+ xxx  

4.4.35. 
xx

x

−
>

−
−

1

1

5

4

4.4.36. 
43

3

1510

4725

126

3
2 +

−
−
−

<
− xx

x

xx

4.4.37. 09696 2678 <−+−+− xxxxx  

4.4.38. 0)4()3()2()1( 523 >−−+− xxxx  

4.4.39. 7)3)(2)(1( ≤−+− xxxx  

4.4.40. 
22 347

3

23

1

xxxx −−
>

−−

4.4.41. 
2

)6(5

4

6

3

11

4

5

3

10

−
−

≥
−
−

⋅−
−
−

⋅
x

x

x

x

x

x

4.4.42. 0
23

33
2

23

>
++
+−−

xx

xxx
 4.4.43. 1

2

10
>

−
−

x

x
 

4.4.44. 0
)3)(1)(1(

)2)(2)(1(
4

23

≥
++−
+−−
xxx

xxxx
 

4.4.45. 1
1

3
2

2

≥
−
−

x

x
 

4.4.46. 25)2( 2 <−x  

4.4.47. 1
2

5

2

1
<

+
+

− xx
 

4.4.48. 0)2)(3)(1( 2 >−−+ xxx

4.4.49. 
3

3

2

1

−
<

+ xx

4.4.50. 0134 <−−+ aaa  

58



4.4.51. 0
2510

3103
2

2

>
+−
+−

xx

xx
 

4.4.52. 089 36 >+− xx  

4.4.53. 0123 >−−+ mmm  4.4.54. 0
54

1
2

24

<
−−
++

xx

xx

4.4.55. 1
23

23
2

2

≥
++
+−

xx

xx
 4.4.56. 1

34

15
2
>

−+ xx
 

4.4.57. 0
8

123

≤
+

−+−
x

xxx
 4.4.58. 0

12

82
2

24

<
++
−−

xx

xx

4.4.59. 1
)3)(2)(1(

)3)(2)(1(
>

+++
−−−

xxx

xxx
 4.4.60. 0

843
2

234

<
−++

x

xxx
 

4.4.61. 
2323 3

212

xx

x

xx

x

−
−

>
+
−

4.4.62. 
1

21

1

2

1

1
32 +
−

≤
+−

−
+ x

x

xxx

4.4.63. 0)4(36)36( 442 <+−+ xxx  

4.4.64. 0
103

33
2

23

<
−+

−−+
xx

xxx
 4.4.65. 0

2

652 23

>
−

+−−
x

xxx
 

4.4.66. 0)53(5)53(2 >+++ xxx

4.4.67. 0
96

6
2

2

≤
++

−
xx

xx
4.4.68. 1

1

122
2

2

<
++
−+

xx

xx
 

4.4.69. 1
2

10
>

−
−

x

x
 4.4.70. 0

34

6
2

2

≥
−−

+
xx

xx
 

4.4.71. 089 36 ≤++ xx  

4.4.72. 2
3

2
>

−
+

x

x
 4.4.73. 

10

1

3

1
−≤

−x

4.4.74. 1
1

)1()3(
2

22

≤
++

+++
xx

xxx
 4.4.75. 0

4

2092

>
+
++

x

xx
 

4.4.76. 1
3

23
2

≥
+
−

x

x
 4.4.77. 0

273

≤
+
x

x
 

Решить неравенства: 

4.4.78. 0)53()2()1()2)(1(3 2342 ≥−−+++− xxxxxx . 

4.4.79. 
0

)3()2)(2(

)3()1)(1(
32

222

≤
+−−−
−++

xxxx

xxxx
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Найти длины интервалов, на которых выполняются неравенства: 

4.4.80. 2
8

3162
2

2

>
+

−+
xx

xx

4.4.81. 0
65

44
2

2

<
++
++

xx

xx
 

4.4.82. 2
5

1
≥

+
−

x

x
 

4.4.83. 0
75

12
2

2

>
−+−
−+

xx

xx
 

4.4.84. 0
2

3
2

24

>
++−
++

xx

xx
 

Найти середины интервалов, на которых выполняются неравенства: 

4.4.85. 0
6

36
2

2

<
+
−

xx

x
 

4.4.86. 3
54

125
2

2

>
+−
+−

xx

xx
 

4.4.87. 2
1

85
2

2

>
+
++

x

xx

4.4.88. 0
6

12
2

2

≥
−+
++
xx

xx
 

4.4.89. 3
3

1
>

+
−

x

x
 

4.4.90. 0
4

96
2

2

≤
−

+−
xx

xx
 

Найти среднее арифметическое целых решений для каждого из 
неравенств: 

4.4.91. 0910 24 ≥+− xx  

4.4.92. 0
1

)1)(64(
3

23

≥
+

−−−
x

xx
 

4.4.93. 0
1

)3)(1( 2

≥
−−
+−

x

xx
 

4.4.94. 
2

13
−≤−

x

Найти наименьшие натуральные решения неравенств: 

4.4.95. 
2

15

+
>

x
x

4.4.96. x
x

xx
<

+
−−

1

122

4.4.97. 2
763

19156
2

2

<
+−
+−

xx

xx
 

4.4.98. 4
1

2
<

−x

4.4.99. 0
30

23
2

234

<
−−
+−

xx

xxx
 

4.4.100. 
xxx

1

1

1

2

1
≥

−
+

−
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Найти набольшие целые решения неравенств: 

4.4.101. 0
1

1522

≤
+
−+

x

xx
 

4.4.102. 0
52

12

≤
+
−

x

x
 

4.4.103. 1
1

137
2

2

≤
+
−+

x

xx
 

4.4.104. 0
7

)4()2( 2

≤
+

+−
x

xx
 

4.4.105. 
4

5

)1( 2

2
2 ≥

+
+

x

x
x

4.4.106. 0
)2(

)4()6(
5

3

≤
−

−+
x

xx
 

Решить неравенства: 

4.4.107. 0
7

7
>−

x

x

4.4.108. 
x

x 8

2
<

4.4.109. 
4

9 x

x
>

4.4.110. 0
11

11
>−

x

x
 

4.4.111. 
x

x
64

<

4.4.112. 
27

3 x

x
>

4.4.113. 0
5

20
<−

x

x
 

4.4.114. 
4

36 x

x
>

4.4.115. 
x

x 1

4
<

4.4.116. 0
1

9
<−

x

x
 

4.4.117. 0
3

35
<

−
−

xx
 

4.4.118. 
xx

4

5

3
>

−

4.4.119. 0
7

13
<

+
−

xx
 

4.4.120. 0
6

52
<

−
−

xx
 

4.4.121. 
xx

6

6

4
>

−

4.4.122. 0
4

73
<

−
−

xx
 

4.4.123. 
xx −

<
9

45

4.4.124. 0
7

10

2
>−

− xx
 

4.4.125. 0
2

1210
<

−
+

xx
 

4.4.126. 
xx

5

5

4
−<

−

4.4.127. 1
2

23
2

−<
++

+
xx

x
 

4.4.128. 1
6

6
2

−<
−− xx

 

4.4.129. 1
1

5
2

>
−
+

x

x
 

4.4.130. 2
1

93
2

>
−

−
x

x
 

61



4.4.131. 1
82

72
2

>
−+

−
xx

x
 4.4.132. 1

34

17
2

>
++

+
xx

x
 

4.4.133. 1
43

15
2

−<
−−

+
xx

x
 

4.4.134. 1
2

35
2

>
−+

+
xx

x
 

4.4.135. 1
45

219
2

>
++

−
xx

x
 

4.4.136. 1
34

5319
2

−<
+−

+
xx

x
 

4.4.137. 
1

1

34

14
2

2

+
≤

++
−+

xxx

xx

4.4.138. 
2

2

23

6
2

2

−
≥

+−
+−

x

x

xx

xx

4.4.139. 0
1

7

2

115
2

2

≤
+

+
−−
+−

xxx

xx
 

4.4.140. 0
2

82

23

27
2

2

≥
+
−

−
++
−−

x

x

xx

xx
 

4.4.141. 0
5

8

158

543
2

2

≤
−

+
+−
++

xxx

xx
 

4.4.142. 
xxx

xx

−
≤

+−
+−

5

10

3011

645
2

2

4.4.143. 
3

83

34

6142
2

2

−
−

≥
+−
+−

x

x

xx

xx
 

4.4.144. 
3

4

158

42335
2

2

−
≤

+−
+−

x

x

xx

xx

4.4.145. 
xxx

xx

−
≥

−+
++

2

4

2

2413
2

2

4.4.146. 
4

2

127

4172
2

2

+
+

≤
++
+−

x

x

xx

xx

4.4.147. 3
34

32
2

2

−>
+−
+−

xx

xx
 

4.4.148. 
1

1
4

−
>−

x
x

4.4.149. x
x

−<
+

3
4

17

4.4.150. 1
2

5

2

1
<

+
+

− xx
 

4.4.151. 
3

3

2

1

−
≤

+ xx

4.4.152. 0)2)(3)(1( 2 >−−+ xxx

4.4.153. 0
)4)(1(

)65(
3

22

<
−+
+−

xx

xx
 

4.4.154. 0
337

3

33

1
22
>

−−
−

−− xxxx
 

4.4.155. 3)12(
2

3
)1(4 22 +−>

+
−+ x

x
x  

4.4.156. 22 )2(1353)6
2

(4 ++−<−−− xxx
x

4.4.157. 
3

129

6

315

2

92
3

xxx −
−

−
>

−
+
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4.4.158. 0
1

6)3(
2

22

<
+

+−−
x

xx
 

4.4.159. 0
53

14

>
−
+

x

x
 4.4.160. 1

1

25
>

−
+

x

x
 

Найти область определения функций: 

4.4.161. 1

1
4 2

5,0 −
+−

= x
x

y

4.4.162.

2

5

224
9 








−
−

−=
x

x
y

4.4.163.
32

127
2

2

−−
+−

=
xx

xx
y

4.4.164.
x

xy
6

5 −−=

Найти область определения функций и указать наименьшее целое 
значение х для каждой из них: 

4.4.165. 1−= xxy  

4.4.166. 1−+= xxy  

4.4.167.
1−

=
x

x
y

4.4.168. x
x

y −++=
43

2

4.4.169.
1

31

−
−

+=
x

x

x
y

4.4.170.

)73)(37(6 +−−+= xxy  

4.4.171. 2
2

1
++

+
= x

x
y

4.4.172.
2

2

9

23

x

xx
y

+
−−

=

4.5 Решение систем рациональных неравенств 

Решением системы неравенств называется любое число, 
которое при подстановке вместе неизвестных в каждое из неравенств 
системы, обращает их в верные числовые неравенства. 

Решить систему неравенств – значит найти множество всех 
решений системы. 

Пример 1. Решить систему неравенств: 









≥
+−

−

≤+−

0
)1)(3(

)3(

0)4)(4(

2

xx

x

xx

Решение. Решаем методом интервалов первое неравенство. На 
координатной прямой отметим точки -4 и 4, в которых множители 
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равны 0 и включим их в ответ, так как неравенство нестрогое (рис. 6). 

Тогда первое неравенство имеет решение: [ ]4;4−∈x .

Решим методом интервалов и второе неравенство. Из рис. 6 

видно, что второе неравенство имеет решение: ( ) [ )+∞−∞−∈ ;31; x

Рис.6. 

Найдем пересечение этих множеств (рис.7): 

Рис.7. 

Это пересечение дает искомые значения x, которые удовлетворяют 
нашему неравенству. 

Ответ: [ ) ( ]4;31;4 −−∈x

Пример 2. Решить систему неравенств: 









≥+−

<+−

<

⇔








≤−+−

<+−

<

02411

0149

6

02411

0149

4,84,1

2

2

2

2

xx

xx

x

xx

xx

x

Решение. Решением 1-го неравенства служит множество ( )6;∞− ,

2-го множество (2;7) и третьего - множество ( ] [ )∞∪∞− ;83; .

Пересечением указанных множеств является промежуток (2;3], 

который и есть множество решений системы неравенств.  
Ответ: ( ]3;2∈x

Решить системы неравенств: 

4.5.1. xxx 8205 2 ≤≤−  

4.5.2. 2
1

873
1

2

2

<
+

+−
<

x

xx

4.5.3. 56109 24 <−<− xx  

4.5.4. 4
25

3

5
4

5

75
2

<
−

+
−

−<
−
−

x

x

x

x

x

x
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4.5.5.







+
<

+
−>+

2

32

4

25,1
75,012

xx
x

4.5.6.









−
−>−

−

−
<

−
+

4

2
52

3

27
2

57

2

32
4

x
x

x

xx
x

4.5.7.




+>+
+<−

106125

813

xx

xx

4.5.8.






−<+

+>+

5,01
2

7283

x
x

xx

4.5.9.




+<+
+>+

12485

1113

xx

xx

4.5.10.




+>+
+>

8273

1042

xx

xx

Решить системы неравенств и указать наименьшее целое решение 
для каждой из них: 

4.5.11. 




<
>+
32

03

x

x
4.5.12. 





+<−
−>−

xx

xx

723

254

4.5.13. 







+>−

>
−

−

xx

x
x

41210
3

2

2

13
2

4.5.14. 




+<−
+<+−−

10111112

)4(2150)13(17

xx

xxx

4.5.15. 







<−

≤
−
+

0)5(

0
2

4

xx
x

x
4.5.16. 





≤−
>

016

16
2

2

xx

x

4.5.17. 





≤+
−≤+
052

792 2

x

xx
4.5.18. 





≥
≥−−

3

0752 2

x

xx
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4.5.19. 





<+
<−+
04

065
2

2

xx

xx

4.5.20. 





−>−+−
>+−−

625)15)(15(

)16)(32(12
2

2

xxxx

xxxx

4.5.21. 







≥−

≥
+
−

06

0
10

6

x
x

x

 4.5.22. 







<

−>

4

3
2

x
x

x

Решить двойные неравенства и указать наибольшее целое решение 
для каждого из них: 

4.5.23. 4532 <−< x  

4.5.24. 2242 ≤−≤− x  

4.5.25. 113 ≤−< xx  

4.5.26. 26 2 <+< xx

4.5.27. 
2

1

5

3
0 <

+
−

<
x

x

4.5.28. 121 2 <+≤− xx

4.5.29. 2
1

1
1 ≤

−
+

<
x

x
 

4.5.30. 760 2 ≤+< xx  

4.5.31. xxx 9202 ≤+≤

Найти наименьшие целые решения системы неравенств: 

4.5.32. 








+<−
−>−
+<−

315911

4512

6843

xx

xx

xx

4.5.33. 











>

<−+
≤−+

4

11

0)5)(1(

062

x

xx

xx

 

4.5.34. 4
5

43
3

2

7
−

+
<−

− xx
 

4.5.35. 





>+
≤+−

2

2

325

030296

xx

xx

4.5.36. 







−>+

−<+

639175

2,1
3

2

3

7
4,0

xx

xx

4.5.37. 









−≤

≥
+
−

2

11

0
3

6

x

x

x

4.5.38. При каких значениях p  оба корня квадратного трехчлена 
59)1(22 −+++ pxpx  отрицательны? 
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4.5.39. При каких значениях n  оба корня уравнения 
032)2( 2 =++−− nnxxn  положительны? 

4.5.40. При каких значениях a  уравнение 093)62(2 =++−− axax  

имеет два различных корня? 

4.5.41. При каких значениях a  уравнение 
023)26()53( 2 =−+−−− axaxa  не имеет решений? 

Решить неравенства, используя замену переменных: 

4.5.43. 07)114(7)104( 222 <+++−++ xxxx  

4.5.44. 10)13)(23( 22 <+−−− xxxx  

4.5.45. 35)33)(13( 22 <++++ xxxx  

4.5.46. 3)32)(12( 22 <+−+− xxxx  

4.5.47. 120)2)(( 22 <−−− xxxx  

4.5.48. 24))(2( 22 <+−+ xxxx  

4.5.49. 40)32)(2( 22 <−++ xxxx  

4.5.50. 105)34)(54( 22 <++−+ xxxx  

4.5.51. 24)23)(3( 22 <+−− xxxx  

4.5.52. 48)43)(23( 22 <++++ xxxx  

4.5.53. 24)52)(2( 22 <+−− xxxx  

4.6 Неравенства, содержащие модуль 

Модулем числа x  называется число 




<−
≥

=
0 ,

0 ,   

xx

xx
x . 

На основе этого определения неравенство ax ≤ , где 0≥a , 

равносильно двойному неравенству axa ≤≤−  или системе 




≤
−≥
ax

ax
. 

Неравенство ax ≥  равносильно совокупности неравенств 





−≤
≥

ax

ax
. 

Аналогично можно решить неравенства axf ≥)(  и axf ≤)( . 
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Пример 1. Решить неравенство: 412 +>+ xx

Решение. 

412 +>+ xx




−<
>

⇔




−−<+
+>+

⇔
2

2

422

422

x

x

xx

xx

Ответ: );2()2;( +∞−−∞∈ x

Решить неравенства: 

4.6.1. 13 <−x  

4.6.2. 724 >−x

4.6.3. 652 <− xx

4.6.4. 201592 2 ≥+− xx  

4.6.5. 1
27

3
<

−
+

x

x

Неравенства, содержащие несколько модулей, т.е. неравенства 
вида )()(...)()( 21 xfxfxfxf n ≥+++  решаются путем раскрытия 
модулей )(xfi  ( ni ,..,1= ) по правилу: 





<−
≥

0)(),(

0)(),(

xfxf

xfxf

ii

ii

Для этого находят нули функций, стоящих под модулем, затем 
определяют интервалы знакопостоянства этих функций, раскрывают 
модули на каждом из этих интервалов и решают полученное 
неравенство. 
Пример 2. Решить неравенство: 3212 ≥++− xx  

Решение: 









≥+−−−
<+
<−

⇔








≥+−−
<+
≥−

⇔








≥++−−
≥+
<−

⇔








≥++−
≥+
≥−

3)2()12(

02

012

3)2()12(

02

012

3)2()12(

02

012

3)2()12(

02

012

xx

x

x

xx

x

x

xx

x

x

xx

x

x

Решение первой системы неравенств дает результат: 
);3/2[ +∞∈x , второй: ]0;(−∞∈x , третьей: );6[ +∞∈x  и четвертой: 
]3/4;( −−∞∈x . 

Объединяя результаты получим: ] [ );3/20;( ∞∪−∞∈x .

Ответ: ] [ );3/20;( ∞∪−∞∈x

Решить неравенства: 

4.6.6. 412 +>+ xx  4.6.7. xx −≥− 83
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4.6.8. xxx +>−+− 321

4.6.9. 512 <+− xx  

4.6.10. xxx <− 22

4.6.11. 3152 +≥++− xxx  

4.6.12. 3342 +>++ xxx

4.6.13. 0713 2 >−+− xx  

4.6.14. 0)3)(31( <−−− xx  

4.6.15. 7
53

2
<

+
−

x

x
 

4.6.16. 2
65

3
2

≥
+−

−
xx

x
 

4.6.17. x
x

x

x

xx
≥+

+
−

+
−
+⋅

1
1

1

2

1

4.7. Задания для подготовки к ЕГЭ 

4.7.1. Определить число целых решений неравенства 0
2

33
≥

−
+

x

x
 

1) 1;     2) 2;     3 )3;     4) 4

4.7.2. Определить число целых решений неравенства 0
29

3
≥

−
+

x

x
 

1) 5;     2) 6;     3)7;     4) 8

4.7.3. Какой промежуток включает в себя все решения неравенства

0
7

2
≥

−
+

x

x
 

1) ( )6,−∞− ;     2) [ ]7,3 −− ;     3) )8,1(− ;     4) [ ),0 +∞
4.7.4. Решить неравенство: 7x+2,3 ≤ 149 

1) (−∞;0,3];    2) ( −∞;−4,3];    3) [−4,3;+∞);   4)  [0,3;+∞)
4.7.5. Решить неравенство:  (х−1)(4х+2)х+3  ≥  0.

1) ( )3;∞−  [ ]1;12− ;  2) ( )+∞− ;3 ;  3) ( )]12;3 −−  [ )+∞;1 ;  4) [ )+∞;1
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Глава 5 

Тригонометрия 

5.1. Теоретические сведения 

Рассмотрим единичную окружность 122 =+ yx . Произвольной 
точке C  с координатами ),( YX  на окружности соответствует семей-
ство чисел Zn,n2 ∈π+α  – градусных мер углов, образуемых радиус-

вектором OC с положительным направлением оси OX . 

ysin =α  

xcos =α

X

Y
tg =α , Znn ∈+≠ ,

2
ππα , 

Y

X
ctg =α , Znn ∈≠ ,πα

Как легко и просто заполнить 
таблицу значений элементарных 
тригонометрических функций? 

1) Рисуем сетку таблицы из трех столбцов (см. табл. 1). Запол-
няем «шапку»: заголовок первого столбца x , второго – xsin ,

третьего – xcos . Заполняем первый столбец последовательно

сверху вниз: .
2

,
3

,
4

,
6

,0
ππππ

2) В каждой из оставшихся клеток таблицы рисуем дробную
черту, затем в числителе значок корня, а в знаменателе двой-
ку.

3) Во втором столбце двигаясь последовательно от клетки к
клетке сверху вниз, расставляя под знаком корня цифры 0, 1,
2, 3, 4.

4) В третьем столбце двигаясь снизу вверх, расставляем под
знаком корня цифры 0, 1, 2, 3, 4.

Упростив выражения и воспользовавшись определениями тан-
генса и котангенса, получим таблицу 2. 

70



  Таблица 1. 

x sinx cosx 

0 

2

0

2

4

6

π

2

1

2

3

4

π
2

2

2

2

3

π

2

3

2

1

2

π

2

4

2

0

  Таблица 2. 

x sinx cosx tgx Ctgx 

0 0 1 0 - 

6

π
2

1

2

3

3

1 3  

4

π

2

2

2

2 1 1 

3

π

2

3

2

1 3  

3

1

2

π 1 0 - 0 

Нам также понадобятся приведённые ниже формулы. Некоторые из 
них тривиальны, некоторые сложнее. В любом случае, за дополни-
тельным теоретическим материалом можно обращаться к школьному 
учебнику. 

Соотношения между тригонометрическими функциями 

одного аргумента 

1xcosxsin 22 =+  

Zn),1n2(
2

x,
xcos

xsin
tgx ∈+

π
≠=  

Zn,nx,
xsin

xcos
ctgx ∈π≠=  

Zn,n
2

x,1ctgxtgx ∈
π

≠=⋅  

Zn,n
2

x,
xcos

1
xtg1

2

2 ∈π+
π

≠=+

Zn,nx,
xsin

1
xctg1

2

2 ∈π≠=+  

Формулы сложения 

ysinxcosycosxsin)yxsin( +=+  

ysinxcosycosxsin)yxsin( −=−  

ysinxsinycosxcos)yxcos( −=+
ysinxsinycosxcos)yxcos( +=−

Zn,n
2

yx,
tgxtgy1

tgytgx
)yx(tg ∈π+

π
≠+

−
+

=+  
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Zn,n
2

yx,
tgxtgy1

tgytgx
)yx(tg ∈π+

π
≠−

+
−

=−  

Формулы двойного аргумента 

xcosxsin2x2sin =
xsin211xcos2xsinxcosx2cos 2222 −=−=−=

Zk,n,k
2

x,n
24

x,
xtg1

tgx2
x2tg

2
∈π+

π
≠

π
+

π
≠

−
=  

Zn,n
2

x,
ctgx2

1xctg
x2ctg

2

∈
π

≠
−

=  

xsin4xsin3x3sin 3−=  

xcos3xcos4x3cos 3 −=

Zn,n
36

x,
xtg31

xtgtgx3
x3tg

2

3

∈
π

+
π

≠
−

−
=  

Zn,n
3

x,
1xctg3

ctgx3xctg
x3ctg

2

3

∈
π

≠
−

−
=  

Формулы половинного аргумента 

или формулы понижения степени 

2

xcos1

2

x
sin 2 −

=

2

xcos1

2

x
cos2 +

=

Zn,n2x,
xcos1

xcos1

xsin

xcos1

xcos1

xsin

2

x
tg ∈π+π≠

+
−

±=
−

=
+

=  

Формулы преобразования суммы в произведение 

2

yx
cos

2

yx
sin2ysinxsin

−+
=+

2

yx
sin

2

yx
cos2ysinxsin

−+
=−

2

yx
cos

2

yx
cos2ycosxcos

−+
=+
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2

yx
sin

2

yx
sin2ycosxcos

−+
−=−

Zn,n
2

y,x,
ycosxcos

)yxsin(
tgytgx ∈π+

π
≠

+
=+

Zn,n
2

y,x,
ycosxcos

)yxsin(
tgytgx ∈π+

π
≠

−
=−

Zn,ny,x,
ysinxsin

)yxsin(
ctgyctgx ∈π≠

+
=+  

Zn,ny,x,
ysinxsin

)yxsin(
ctgyctgx ∈π≠

−
=−  

Формулы преобразования произведения в сумму 

))yxcos()yx(cos(
2

1
ysinxsin +−−=⋅

))yxcos()yx(cos(
2

1
ycosxcos ++−=⋅  

))yxsin()yx(sin(
2

1
ycosxsin ++−=⋅  

Другие формулы 

Zn),1n2(x,

2

x
tg1

2

x
tg2

xsin
2

∈+π≠
+

=  

Zn),1n2(x,

2

x
tg1

2

x
tg1

xcos
2

2

∈+π≠
+

−
=  

Zn,k,n2x,k
2

x,

2

x
tg1

2

x
tg2

tgx
2

∈π≠π+
π

≠
−

=  

Zn,nx,

2

x
tg2

2

x
tg1

ctgx

2

∈π≠
−

=  
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Формулы приведения 

(легко определяются из тригонометрической окружности). 

α 
α−

π
2

α+
π
2

α−π α+π α−
π
2

3
α+

π
2

3 α−

sin α cos α cos α sin α -sin α - cos α -cos α - sin α
cos α sin α -sin α -cos α - cos α - sin α sin α cos α 

tg α ctg α -ctg α - tg α tg α ctg α - ctg α -tg α
ctg α tg α - tg α -ctg α ctg α tg α - tg α -ctg α

5.2. Тригонометрические выражения 

Пример 1. Вычислить 
α+α
α+α

cossin3

cos2sin , если tg α=3.

Решение. Поскольку tgα=3, 0cos ≠α  – значит на αcos  можно 
разделить числитель и знаменатель. 

5.0
19

23

1tg3

2tg

1
cos

sin
3

2
cos

sin

cossin3

cos2sin
=

+
+

=
+α
+α

=
+

α
α

+
α
α

=
α+α
α+α

 

Ответ: 0,5. 

Пример 2. Упростить выражение 
α+α
α−α

4sin2sin2

4sin2sin2
.

Решение. 

=
α+α
α−α

=
αα+α
αα−α

=
α+α
α−α

)2cos1(2sin2

)2cos1(2sin2

2cos2sin22sin2

2cos2sin22sin2

4sin2sin2

4sin2sin2
 

α=
α

α
=

α+
α− 2

2

2

tg
cos2

sin2

2cos1

2cos1

Так как знаменатели в формулах должны быть отличны от нуля, 

то 02sin ≠α  и 0cos ≠α , а значит Zn,n
2

∈
π

≠α . 

Ответ: α2tg , Zn,n
2

∈
π

≠α . 

Пример 3. Доказать тождество: 1xcosxsin3xcosxsin 2266 =++ . 

Решение. 
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=++ xcosxsin3xcosxsin 2266

++−+ )xcosxcosxsinx)(sinxcosx(sin 422422

=++−=+ xcosxsin3xcosxcosxsinxsinxcosxsin3 22422422

=++− xcosxsin3xcosxcosxsinxsin 224224

=++ xcosxcosxsin2xsin 4224
1)xcosx(sin 222 =+ , что и требова-

лось доказать. 

Упростить:  

5.2.1. 
α−

−α
2

2

cos21

1sin2

5.2.2. 
α+
α+α

2sin1

)cos(sin 2

5.2.3. 
)45(tgtg1

)45(tgtg
0

0

α−α−

α−+α

5.2.4. 
22 )sinsincos(cos)sincoscos(sin βα−βα+βα+βα  

5.2.5. 
α+

+
α+ 22 ctg1

1

tg1

1

5.2.6. 
α
α

−
α
α

cos

3cos

sin

3sin

5.2.7. α−
α+α−α
α+α−α

2tg
3cos2cos2cos

3sin2sin2sin

5.2.8. 
2

tg
sin22sin

sin22sin 2 α+
α+α
α−α

5.2.9. 
β
β+

−
β−
β+

2cos

2sin1

tg1

tg1

5.2.10. 







 α

+α+
αα







 α

+α
α

2
coscos1

4
cos

4
sin

2
sinsin

2
cos

5.2.11. 







 π

+α





 π

−α

α−

4
sin

4
tg2

cos21

2

2
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5.2.12. 
12sin

4cos1

12cos

4cos1
22 −α

α+
+

−α

α−
−−

5.2.13. )cos()cos(coscos 22 β−αβ+α−β+α
5.2.14. )(ctg)tgtg(tgtg β+αβ+α+βα  

5.2.15. 





 α−
π

+





 α+
π

+α
3

cos
3

coscos 222
 

5.2.16. ΙΙ∈ααα−
α+

α
−

α−α
α−α

,tgctg2
ctg1

cos

cossin

cossin

2

33

5.2.17. 
22 )2sin(sin)2cos(cos β+α+β−α

5.2.18. 
α+α+α
α+α+α

5sin4sin3sin

5cos4cos3cos

5.2.19. 







 π

−α

α−
+

π−α







 α+
π

2

3
ctg

)(sin

)2(ctg

2

3
sin

2

2

2

2

5.2.20. 







 α−
π

αα+

4
sin22

cos)tg1(

5.2.21. 







 α

−
π







 α−
π

−

22
cos

2
sin1

2

5.2.22. 
2

tg2

2

3
cos

22
sin2

24
cos

22
sin

2

5
cos

2

α
−















 α−
π

+





 α

+
π







 α

−
π







 α

+
π







 α−
π

5.2.23. 





 α+
π

α+π+
2

3
cos)sin(1  

5.2.24. 
( )







 α+
π

α−π
+







 α+
π

π+α

2
cos

)3cos(

2

3
sin

sin
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5.2.25. 

( )







 π

−α+

π+α





 α+
π

2

5
cos1

cos
2

3
sin

5.2.26. 

20
ctg

20

31
2cos

2

3

2

3
sin

5

8
cos

α






 α

−π







 α

+
π

−
α

5.2.27. 
( )

α+





 π

+α−

α+π+α−

2sin
2

3
2sin1

2sin2cos1

5.2.28. 
( ) ( )

1)2cos(sin

2

7
sinsin

31cos8sin 33

−π−αα+






 π

+α+α

π−α+α+π
 

Доказать тождества:  

5.2.29. 1cossin3cossin 2266 =αα+α+α  

5.2.30. 1

24
sin

24
ctg2

1
2

sin2

2

2

−=






 α

−
π







 α

−
π

−
α

 

5.2.31. 
2

ctg
cos1

cos2sin)cos(sin

2

2 α
=

α−

α+α−α+α

5.2.32. 1xcosxsin3xcosxsin 2266 =++  

5.2.33. )45(tg
sincos

sincos 0 α+=
α−α
α+α

 

5.2.34. ϕ−ϕ=
ϕϕ
ϕ−

ctgtg
sincos

cos21 2

 

5.2.35. α
−α

=
α

−
α

cos
4

4sin

2
cos

2
sin

2
66  
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Вычислить: 

5.2.36. 
0930sin  

5.2.37. 
6

31
ctg

π

5.2.38. 
000 225cos210sin135ctg

2

10

5.2.39. 
6

31
ctg)750(tg 0 π

−

5.2.40. 
00 15sin75sin  

5.2.41. 
0000

0000

22cos82cos8cos68cos

20cos80cos10cos70cos

+

+

5.2.42. 
0

0202

14cos

23sin37cos −

5.2.43. α2sin , если 
4

1
2cos =α

5.2.44. αtg , если 2
4

tg −=





 α−
π

5.2.45. αctg , если ( ) Ι∈α=α ,8.0sin

5.2.46. 
α−α
α+α

2sinsin2

2sinsin2 , если
5

1
cos =α

5.2.47. 
α−

α
cos52

sin , если 2
2

tg =
α

 

5.2.48. αtg , если Ι∈α=α ,
13

12
cos V. 

5.2.49. αtg , если 
26

1
cos =α

5.2.50.
α+α

α−α
22

22

cossin2

cos3sin , если 3tg =α  

5.2.51. α2sin , если 
2

1
cossin =α+α

5.2.52. )32sin( π+α , если 
3

2
tg =α
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5.2.53. 





 α−
π

2
2

3
sin 2 , если ( )

3

1
44cos −=α−π

5.2.54. 
α−α
α+α

cossin

cossin ,если Ι∈α=α⋅α ,4.0cossin  

5.2.55. 
β+α
β−α

coscos

sinsin ,если 
2

π
=β−α

5.3. Тригонометрические уравнения. 

Уравнение axsin =  имеет решение только при 1a ≤ . В этом случае 





 ππ
−∈

∈π+−==

2
,

2
aarcsin

Zn,naarcsin)1(x;axsin n

a 0 
2

1

2

2

2

3
1 

aarcsin 0 
6

π
4

π
3

π
2

π

При этом следует помнить, что aarcsin)aarcsin( −=− . 

В частных случаях формулы для решения принимают более 
простой вид: 

Zn,n2
2

x;1xsin ∈π+
π

==  

Znnxx ∈+
−

=−= ,2
2

;1sin ππ

Пример 1. Решить уравнение: 
2

1
xsin −=

Решение. 

Zn,n
6

)1(n
2

1
arcsin)1(n

2

1
arcsin)1(x 1nnn ∈π+

π
−=π+






−−=π+






−−= +

Ответ: Zn,n)(x n ∈π+π−= +
6

1 1

Уравнение axcos =  имеет решение только при 1a ≤ . В этом случае 

Zn,nx;xsin ∈π== 0
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[ ]π∈
∈π+±==

,0aarccos

Zn,n2aarccosx;axcos

a 0 
2

1

2

2

2

3
1 

aarccos
2

π
3

π
4

π
6

π
0 

При этом следует помнить, что aarccos)aarccos( −π=− . 

В частных случаях формулы для решения принимают более 
простой вид: 

Zn,n
2

x;0xcos ∈π+
π

==

Zn,n2x;1xcos ∈π==  

Zn,n2x;1xcos ∈π+π=−=  

Пример 2. Решить уравнение: 
2

3
xcos −=

Решение. 

=π+





 π

−π±=π+















−π±=π+








−±= n2

6
n2

2

3
arccosn2

2

3
arccosx

Zn,n2
6

5
∈π+

π
±=  

Ответ: x Zn,n2
6

5
∈π+

π
±= . 

При любом а уравнение atgx =  имеет бесконечное множество реше-
ний, определяемое формулой: 







 ππ
−∈

∈π+=

2
,

2
arctga

Zn,narctgax

a 0 
3

3
1 3

arctga 0 
6

π
4

π
3

π

При этом следует помнить, что arctga)a(arctg −=− . 

Пример 3. Решить уравнение: 3tgx −=
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Решение. ( ) ( ) Zn,n
3

n3arctgn3arctgx ∈π+
π

−=π+−=π+−= . 

Ответ: Zn,nx ∈π+π−=
3

При любом а уравнение actgx =  имеет бесконечное множество ре-
шений, определяемое формулой: 

( )π∈
∈π+=

,0arcctga

Zn,narcctgax

a 0 
3

3
1 3  

arctga 0 
3

π
4

π
6

π

При этом следует помнить, что arcctga)a(arcctg −π=− . 

Пример 4. Решить уравнение: 
3

3
ctgx −=

Решение. 

Zn,n
3

2
n

3
n

3

3
arcctgn

3

3
arcctgx ∈π+

π
=π+

π
−π=π+








−π=π+








−=

Ответ: Zn,nx ∈π+π=
3

2
.

Пример 5. Решить уравнение: 0xcosx3cosx7cosx9cos =−+− . 

Решение.  

0xsinx5sinx3cos2

0)x4cosx6(cosx3cos

0x3cosx4cos2x3cosx6cos2

0xcosx3cosx7cosx9cos

=−
=−

=−
=−+−

 

Zn,n
36

xn
2

x30x3cos ∈
π

+
π

=⇔π+
π

=⇔=  

Zm,m
5

xmx50x5sin ∈
π

=⇔π=⇔=  

Zk,kx0xsin ∈π=⇔=  

Объединяя множества решений, получаем окончательный ответ: 

Zn,m;
5

m
,n

36
x ∈

ππ
+

π
=  
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Ответ: Zn,m;
5

m
,n

36
x ∈

ππ
+

π
=  

Пример 6. Решить уравнение: 1x3cosx3sin3 =+  

Решение. Делим обе части уравнения на число 2. 

n2
2

1
arccos

3
x3

2

1

3
x3cos

2

1
x3cos

3
cosx3sin

3
sin

2

1
x3cos

2

1
x3sin

2

3

π+±=
π

−

=





 π

−

=
π

+
π

=+

Zn,
3

n2

99
x ∈

π
+

π
±

π
=  

Ответ: Zn,
3

n2

99
x ∈

π
+

π
±

π
= . 

Пример 7. Решить уравнение: 2xcosxcosxsinxsin6 22 =−+ . 

Решение. )xcosx(sin2xcosxcosxsinxsin6 2222 +=−+

        0xcos3xcosxsinxsin4 22 =−+  
Убедившись, что 0≠xcos , поделим на эту величину обе части урав-
нения: 

03tgxxtg4 2 =−+

Zn,n
4

x1tgx ∈π+
π

−=⇔−=  

Zm,m
4

3
arctgx

4

3
tgx ∈π+=⇔=  

Ответ: Zn,nx ∈π+π−=
4

; Zm,marctgx ∈π+=
4

3
. 

Решить простейшие уравнения: 

5.3.1. 
2

2
xsin =  5.3.2. 1tgx −=  

5.3.3. 2tgx =  5.3.4. 2xsin =  
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5.3.5. 
2

1
x2sin = 5.3.6. 

2

1
x2

2
sin −=






 −
π

5.3.7. а) 
2

2
xsin =π , б) 0

xsin1

xcos
=

+
 

5.3.8. а) tgxctgx5xcos5xsin5 22 =+ , 

б) tgxctgx20)xcos5xsin5( 22 =+ . 

Разложить на множители методом группировки: 

5.3.9. 0xsinxcos 44 =−  

5.3.10. 
2

1
xcosxsin 44 =−

5.3.11. x2sinxcosxsin 44 =−  

5.3.12. 1)t2cost2(cos)t2sint2(sin 2121 =−+− −−
 

5.3.13. x2cosxsinxcos 33 =+  

5.3.14. xsinxcosxcosxsin 33 −=−  

5.3.15. * xcos
3

1

xsin2

2

x
cos

2

x
sin 33

=
+

−

5.3.16. * x2cos2xsinxcos 266 =−

5.3.17. * x2cos
2

1
x2ños

2

1
xcosxsin 288 −=−

Применить формулы преобразования произведения в сумму и суммы в 
произведение: 

5.3.18. x5sin2x7sinx3sin =+
5.3.19. x2sinx3sinxsin =+  

5.3.20. 





 π

+=





 π

+−





 π

−
4

xcos
3

2
xsin

6
xsin  

5.3.21. x2sinx4sinx3sinxsin −=−  

5.3.22. 0x7sinx5sinx3sinxsin =+−−  

5.3.23. ( ) ( )
2

1
15xsin45xsin 00 =−+

5.3.24. x4sinx3sinx2sinxsin4 =
5.3.25. x3cosx5sinxcosx3sin =  
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5.3.26. 0x3sinx2sinx3sinxsin
2

x3
cos

2

x
cos =−−

5.3.27. 0x4cosx3sinx5cosx2sin =−  

Решить уравнения, сводимые к квадратным и простейшим кубиче-
ским: 

5.3.28. 03xsin4xsin4 2 =−+  

5.3.29. 05xsin5xcos6 2 =+−  

5.3.30. 2)x270sin(3)x2cosx(cos4 02 =+++  

5.3.31. 07xsin12x2cos3xsin3 2 =+−−  

5.3.32. 1xsin11)5.1x2sin(2 =−π+  

5.3.33. )x21cos(
2

x

2
sin1 −π=






 +
π

+

5.3.34. 03tgx3xtgxtg 23 =−−+  

5.3.35. 1x2cos11xcos8 4 −=  

5.3.36. x2sin2xsin3 =  

5.3.37. x10cos1x5sin
3

13
sin2 =+






 π

5.3.38. 0
xx6

)x2cos(xsin32
22

=
π−π−

π++−
 

5.3.39. xsin2xcos7xcos2 22 =−  

5.3.40. 6)x(cos7xsin
2

3
)x(sin6 22 =−π++−π  

Решить однородные уравнения: 

5.3.41. 3xcosxcosxsin5xsin10 22 =++  

5.3.42. x2sin3xcos71 2 =+  

5.3.43. 1x4sin4x2cos4x2sin 22 =−+  

5.3.44. )x7sin(xcos3xcosx
2

9
sin

2

11
xcosxsin2 −π=






 +
π

+





 π

+  

5.3.45. 0xcosx
2

3
cosxcos)31()x(sin3 22 =+






 +
π

+−+π  
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5.3.46. xcos7xsin
xcos

1
=+

Решить уравнения со скрытыми выражениями )sin( β±α , β)cos(α± : 

5.3.47. 02x2cosx2sin3 =−−  

5.3.48. 
2

1
xcos

2

1
xsin

2

3
=+

5.3.49. 2xcos3xsin =+  

5.3.50. x2cosx2sinxcosxsin +=+
5.3.51. x5sin2xcosxsin =+

5.3.52. 





 −
π

=−+ x
6

cos5)xcos3x(sin 2

Решить уравнения на применение формул понижения порядка: 

5.3.53. 1x2sinxsin 22 =+  

5.3.54. 1x3sinx4cos 22 =+  

5.3.55. x2sin
2

3
)x81(sinx3sin 222 −=−π+

5.3.56. 2x5sinx4sinx3sinx2sin 2222 =+++  

5.3.57. xcos5)x45(cos)x45(cos 0202 +−=+  

5.3.58. 





 −
π

−





 −
π

=





 +
π

x
2

3
sin7x

4
sinx

4
sin 22  

Решить уравнения на применение формул двойного аргумента: 

5.3.59. xcos2xcosx2sinxsin 2+=+

5.3.60. 
2

1
x2sinx2cos −=

5.3.61. 1xcos2x4sin 2 −=  

5.3.62. 2xsin4x2sinxcos2 22 =+−  

5.3.63. 
16

1
x8cosx4cosx2cosxcos =

Решить уравнения: 
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5.3.64. 2xtgxsin2 22 =+  

5.3.65. 5.1tgxctgx =−  

5.3.66. 
2

x
sin2

2

x
ctg1

2

x
tg1

=
−

−

5.3.67. tgxctgxx2sin2
3

3
+=+

5.4. Задания для подготовки к ЕГЭ 

Задания с выбором ответа (уровень части А) 

5.4.1. Упростить выражение 63sin3cos 22 −x+x
1) 1  2) - 5  3) 3  4) - 3

5.4.2. Упростить выражение αα 22 cos6sin66 +− .

1)1 2) α2cos12 3) αcos66 +  4)-1 

5.4.3. Найти значение выражения αα 22 cos34sin2 −+ , если 

1sin4 2 =α . 

1)1 2)3 3)2,25 4)4

5.4.4. Упростить выражение cos2αcos
2

cossin2αsin α+α)+
π

(+α

1) 0    2) 2cosα   3) cosα + sinα 4) cosα − sinα

5.4.5. Найти α2tg , если 0322 =−− αα tgtg  и 
2

3παπ << . 

1)0 2)не существует 3) – 0,75 4)0,75

5.4.6. Найти tg α , если cos α =
5

1
 и 0.

2
<α<

π
−  

1) 0,5 2) 2  3) -0,5 4) - 2 

5.4.7. Найти сумму целых значений функции xy sin23−= . 

1) 0  2) 3  3) 6  4) 15

5.4.8. Найти множество значений функции 4sin2 −= xy .

1)[ ]3;5 −−  2) )[ ∞+− ;4  3)[ ]4;4−  4)[ ]3;4 −−  
5.4.9. Указать наибольшее значение функции 1 cos3y x= − . 

1) 1   2) 2    3)0   4)4 

5.4.10. Найти множество значений функции 2sin +x=у . 
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1) [- 1; 1]  2) [0;  2] 3) [1; 3] 4) [2; 3]

5.4.11. Решить уравнение
2

1
cos2x −= . 

1) ( ) Znπn,+
πn ∈−
3

1 2) Znπn,+
π

± ∈
3

3) Znπn,+
π

∈
3

4)∅

5.4.12. Решить уравнение 0.
2

2
sin =x −  

1) Zn,+
π

∈2ππ
4

2) ( ) Znπn,+
πn ∈−
4

1

3) Znπn,+
π

∈
4

4) Zn,+
π

± ∈2ππ
4

5.4.13. Решить уравнение .02
3cos

1
=+

x
 

1) Zn
n

∈+± ,
3

2

9

2 ππ
2) Znn ∈+± ,2

3

2 ππ

3) Zn
nn ∈+− ,
318

5
)1(

ππ
4) Zn

n
∈+± ,

3

2

9

5 ππ

5.4.14. Найти корень уравнения sin2x-4cosx=0, принадлежащий от-
резку [2;3]. 

1) 3

7π
2) 2

5π
3) 4

9π
4) ∅

Задания с кратким и полным ответом (уровень части В, С) 

5.4.15. Найти значение выражения )cos(sin6 22 xx − , если 

3

1
2sin =x  и .

24

3 ππ
−<<− x  

5.4.16. Найти значение выражения 
( )°°°°° sin50cos65sin65cos50cos15 − .

5.4.17. Найти значение выражения ( )
( )

3sin
2

2cos

π + α

π −α
, если 7

4

πα = .

5.4.18. Пусть 
0

x  – наименьший положительный корень уравнения

0.2cos5sincos 2 =+xxx ⋅−  Найти 
0

xtg . 

5.4.19. Сколько решений имеет уравнение  ?=xx)x( 01sincos 222 −−
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5.4.20. Найти значение выражения )ctg(
3

2
arcsin52 . 

5.4.21. Решить уравнение 4 cos ctg 4 ctg sin 0x x x x+ + = . 

5.4.22. Решить уравнение | | xx=x cossinsin ⋅ .

5.4.23. Найти сумму целых значений функции 
27sin12cos363 2 +−= xxy . 

5.4.24. Решить уравнение 1
3sin

2cos2sin
=

−⋅
x

xxctgx
. 

5.4.25. Найти значение выражения  
.8cos8sin45cos61sin18)8cos8(sin225sin29sin9 0000020200 +−  

5.4. 26. Решить уравнение 1xcosxsin −=+ . 

5.4.27. Решить уравнение ( ) ( ) ( )xxx 2sin2cos23sin π−π=π .

5.4.28. Решить уравнение x2cos2xsin21 =+ . 

5.4.29. Решить уравнение xcosxcos1xcos8xsin5 22 +=++ .

5.4.30. Решить уравнение ( )( ) ( ) xcostgxcosxsin...xsin...sinsin 22

ðàç100

−=+
  

. 

88



Глава 6 

Логарифмические и показательные уравнения, 
системы уравнений и неравенства 

6.1. Тождественные преобразования логарифмических и показа-
тельных выражений 

Логарифмом числа по b основанию a называется такое число, обозна-
чаемое balog , что ba

ba =log
, где а – основание логарифма (a > 0,

a ≠ 1), b – логарифмическое число ( b > 0) 

Десятичный логарифм:      bb 10loglg =
Натуральный логарифм:    bb elogln =    

где e = 2,71828 

Свойства логарифма 

1. 01log =a 6. 1log =aa

2. ( ) cbcb aaa logloglog +=⋅ 7. cb
c

b
aaa logloglog −=








 

3. bnb a
n

a loglog ⋅= 8. b
m

b aam log
1

log =  

4. 
a

b
b

c

c
a

log

log
log = 9. 

a
b

b

a
log

1
log =

5. ba
ba =log

10. 
ab c

c ba
loglog =

Найти значение выражений: 

6.1.1. 

6.1.2. 

6.1.3. 

6.1.4. 

6.1.5. 

6.1.6.  

2

9
log2log28log 333 +−

14log2256log32log2
777

−−

81

25
log

2

1
36log

5

1
log

444
++

8

1
log2

32log2

1000lg
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6.1.7. 

6.1.8. 

6.1.9.  

6.1.10.  

6.1.11. 

6.1.12. 

6.1.13.

6.1.14.

6.1.15.  

6.1.16.  

6.1.17.
15log4lg3 74910 −−

 

6.1.18.  

6.1.19.

6.1.20.

6.1.21.

6.1.22.
2log

2log4log2

3

33 +

6.1.23.Вычислить 






 ⋅
⋅ 5

3

)(
5 64

log
d

cc

ba
, если  5log =cd . 

Дополнительные задачи: 

6.1.24. 

7

1
log

7

64

1
log

4

1

1lg

7log49

73log
3

4

9

1log

3

1

8
52 5loglog

125

1
loglog

5

1
2
3

81loglog 34

27log543log3
79
−− +

( ) 1104,2log285log2499log1
4,253

++− −+

27log8125log
49log

2

1

4

1

492581 ⋅












+

−

78log

1

56log

1

4925 +

2

1

53log2

1

23log

1
2

1252













++

+

( ) 426log52log
4125,0 +
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6.1.25. 

6.1.26. . 

6.1.27. Вычислить , если  logab=14. 

6.1.28. Вычислить , если  logab=9. 

6.1.29. , если известно, что logab=2. 

6.1.30. 

6.1.31. 

6.2. Логарифмические уравнения 

Уравнение, содержащее переменную под знаком логарифма, 
называется логарифмическим. 

Простейшим примером логарифмического уравнения служит 
уравнение . Решением этого уравнения при 
допустимых значения х>0 является . 

Логарифмическое уравнение , множе-
ство допустимых значений которого задается неравенством f(х)>0, 

эквивалентно уравнению . 

Логарифмическое уравнение вида 
 имеет множество допустимых зна-

чений, задаваемое системой неравенств  и эквивалентно 

уравнению f(х)=ϕ(x). 

Пример 1. Решить уравнение . 

Решение. ОДЗ: x-5>0, x>5. 

x-5=23

x=8+5

x=13

Ответ: x=13. 

2log612log3

2log412log2log412log2

33

3
2
3

2
33

+
++−

( ) ( )
18log2log2

18log2log18log2log2

33

33
2
3

2
3

+
⋅−−

ablog
4

1

b

a
log

2a

b4

2a

b
+

3
b3 a

balog
a

b
log +

3
3 ab3 ab

alog2
a

b
log3 +

( )( ) 2log3log2log22log481log2log 3218323 −−++
( )( ) 5log2log5log45log82log165log 2580252 −−++

)1a ,0a ãäå( bxloga ≠>=
bax =

)1a ,0a где( bxloga ≠>=

ba)x(f =

)1a ,0a ãäå( )x(logxlog aa ≠>ϕ=





>ϕ
>

0)x(

0)x(f

3)5x(log2 =−
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Пример 2. Решить уравнение: 4)6(loglog 22 =++ xx  

Решение. 

ОДЗ:




>
>+
0

06

x

x
;  




>
−>
0

6

x

x

ОДЗ: (0;+∞). 
4))6((log2 =+⋅ xx

426)( =+⋅ xx

01662 =−+ xx
2101006436 ==+=D

8
2

106
1 −=

−−
=x

,    
2

2

106
2 =

+−
=x

. 

x1 – посторонний корень, т.к. не входит в ОДЗ. 
Ответ: 2. 

Пример 3. Решить уравнение: 256log
2

1
loglog 16

3
16

2
16

2 =− xx . 

Решение. 
ОДЗ: 0>x   

ОДЗ: (0;+∞). 
1log3log4 1616

2 =− xx

Пусть log16 x =t, тогда 

0134 2 =−− tt  

4

1
1 −=t

,    
12 =t

.

Возвращаясь к замене получим 

4

1
log16 −=x 1log16 =x

2

1
=x 16=x

Оба решения удовлетворяют условиям ОДЗ. 
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Ответ: 0,5; 16. 

Решить логарифмические уравнения, с помощью определения лога-
рифма: 

6.2.1.  

6.2.2.  

6.2.3. 

6.2.4.  

6.2.5. 

6.2.6.  

6.2.7. 

6.2.8.  

6.2.9.  

6.2.10. 

6.2.11.  

6.2.12. 0)1(logloglg 32 =+x  

6.2.13.  

6.2.14.  

6.2.15.  

6.2.16. 

Уравнения первой и высших степеней относительно логарифма 

6.2.17.  

6.2.18. 

6.2.19.  

6.2.20.  

6.2.21. 

6.2.22.  

2)5xlg( 2 =−

0
1x

3x2
log 7,0 =

−
+

0)12x4x(log 2

3 =++
3log1xlog 66 −=
5log2xlog 33 −=

3
64

1
logx −=








216log 1x =+
( ) 0)x3(log2log 55 =−−
( ) 0)4x(loglog 53 =−

5,0)1x2(logloglog 324 =−
5,0xlogloglog

524 =

3)1x9x4(log 2

x1 =+−−

3)1x3x2x2(log 23

x1 =+−++

( ) 3)4x(log840log 34 =++

( )( )
2

1
))xlog1(log1log1(log2log 22234 =+++

3)x1(log)x3(log 22 =−+−
xlg)x4lg()x32lg()x32lg( +−=++−

)2xlg(2lg3)1xlg()1xlg( −+=++−
12lgx1lg2)x2lg( =−+−

õlg
2

1
)1x5lg(

2

1
)1xlg( =−−+

)3x(log)7x3(log1)3x(log
2

1

2

1

2

1 +−−=+−
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6.2.23. 

6.2.24. 

6.2.25.  

6.2.26. 

6.2.27.  

6.2.28. 

6.2.29. 

6.2.30.  

6.2.31. 2
16

loglog 2
2
2 =−

x
x  

6.2.32.  

6.2.33. 

6.2.34. Найти сумму корней уравнения . 

6.2.35. Найти больший корень уравнения 7
1

lg)10lg(lg2 =+−
x

xx . 

При решении уравнений второго и высших порядков необходимо об-
ратить внимание на то, что 

6.2.36.  

6.2.37.  

6.2.38.  

6.2.39. 

6.2.40. 

6.2.41.  

6.2.42.  

6.2.43.  

6.2.44. 

8

1
log)1x(log)8x(log

2

12
2

2 =−−+

2

1

9

x
2log

3

х
2log

9

х
2log 222 −−=








−−






 −

7lg)5xlg()1x2xlg(
2

1
25xlg2 22 ++=+++−

( ) 210 116xlg =−−

5lgxx)13x2lg( x −=−+
( ) 0)1xlg(3x169lg 3 =+−+

( )( ) 5)35x(log935x)4x(log8)4x(log 22
9

2 =−+−−−−
02хlgхlg2 =−−

0хlog2xlog 5
2
5 =−

хlg
4

1

3

1хlg
12

1 2 −=

02хlog3xlog 3
2
3 =+−

xlgkõlg nnkn =
01õlg10õlg 32 =+−

10lgõlgõlg 322 =−
6õlg3õlg 532 =+

( ) 210õlog5xloglog 3

2

3

2

1 −=+−

( ) õ3log8x9log 2

23

2 =
( ) 01õlog2xlog4 2

4

2

4 =++−
( ) 2хlogxlog6 22

2

1

2

1
=−−

( )õlog73xlog 4

22

4 −=+
12

2
2
2

2
2 2log

х
2

logxlog −=+
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6.2.45. 
3log

22
22log)2(log =− xx

6.2.46.  

6.2.47.  

6.2.48.  

6.2.49. 

6.2.50.  

6.2.51.  

Решить уравнения, содержащие неизвестное и в основании и в пока-
зателе степени: 

6.2.52.  

6.2.53. 

6.2.54.  

6.2.55. 

6.2.56. 

6.2.57. 

6.2.58. 64
2)1(log3 =−xxx  

6.2.59.  

6.2.60.  

6.2.61.  

6.2.62.  

6.2.63.  

6.2.64.  

6.2.65.  

6.2.66. 

6xlog5logxlog 53
2
3 =⋅+

08хlg2хlg2 =−+

01хlg20хlg 32 =+−
( )( ) 151хlg1хlg4 222 =+−

3
1хlg

2

хlg3

1
=

−
+

−

1
хlog1

2

хlog5

1

22

=
+

+
−

8x
2õ2log =+

27

1
x

4õ3log =−

x100x õlg =

3õlg

1
õlg3

10x =
−

x

100
x õlg =

x10x 4

7xlg

=
+

10x xlg =
12log)2x(log x4 =⋅+
13log)3x2(log x9 =+

1xlog
x

2
log 2

2x2 =+

4xlogx9log 2
3

2
x =⋅

3)1x(log)8x9x(log 1x
3

1x =+⋅+− −+

1
3

10lglgxlg)
10

x4
xlog1( −=

−
+

04log34log24log3 x16x4x =++
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6.2.67. 

6.2.68.  

6.2.69. 

6.2.70.  

6.2.71.  

6.2.72.  

6.2.73.  

6.2.74. 

6.2.75. 

6.2.76. 

6.2.77. 

6.3. Показательные уравнения 

Уравнение, содержащее неизвестное лишь в показателе степени, 
называется показательным. Простейшим показательным уравнением 
является уравнение вида . Оно решается с помощью логариф-
мирования: 

. 

Во многих случаях решение показательных уравнений после 
надлежащих преобразований сводится к решению простейшего вида 

. Кроме того, при решении показательных уравнений часто ис-
пользуется известное положение: если равны степени с одним и тем 
же основанием, то равны и показатели этих степеней.  

Уравнение вида . 

6.3.1. 

6.3.2. 

6.3.3. 

3

2
xlogxlogxlogxlog 812793 =⋅⋅⋅

12xlog2xlog 162 =+

2

5
2logxlog x2 =+

12xlog4x4log 4
2
2 =−

11xlogxlogxlog 842 =++
0)1x(log2)4x(log 2

2

1 =−++

0)3x(log)2x(log2

3

13 =++−

4logxlog3)xlog21(4 2
x22 ⋅=+

4x2
x2logx2

2
log

=+

10x5
x5logx2

5
log

=+

12x6
x6logx2

6
log

=+

ba х =

)1a ,0a где( bxloga ≠>=

ba х =

nõ aa =

2162 5,2x62õ =−−

( )51xxõ 101,052 −⋅=⋅

1255 5x3õ =−−
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6.3.4. 

6.3.5. 

6.3.6. 

6.3.7. 

6.3.8. 

6.3.9. 

6.3.10.  

6.3.11. 

6.3.12.  

6.3.13. 

6.3.14.  

При решении следующих заданий следует вынести за скобки общий 
множитель, содержащий переменную. 

6.3.15.  

6.3.16.  

6.3.17. 95555 11 =−− −+ xxx
 

6.3.18.  

6.3.19. 

6.3.20. 

6.3.21. 

22x3

1õ2

25.0

1
16 +

− =

x

3õ2

8

2
4125.0

−
−









=⋅

3

2

8

27

9

4
1xõ

=





⋅








−

32lg5

8lg3

27

125

25

9
x5.0õ

=





⋅








+

27lg15

9lg8

5

4

6

5
x1õ

=





⋅








−

16

1
1288

5 5x32x ⋅=−−

1381
3 x82x =⋅ −

4

x

5

4

9

27

8

3

2
−







=






⋅

02644 1x1x =⋅− ++

41x22x1õ

3

5

25

9

3

5






=






⋅








−++

63x5õ 32272 ⋅=⋅ −

9622 x2õ =−+

1833 1x2õ =− ++

448222 3õ2x1õ =++ −−−

24636
6

1
6 2

1õx3
2õ =+






−

−−
−

752793 3

õ2

1x3õ2 =+− −−

043234 õ1õ21x2õ2 =−−−⋅ +−
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6.3.22. 

6.3.23. 10242561624 35,0124422 =++− −−−− xxxx
 

6.3.24. 

6.3.25.  

6.3.26. 

При решении следует воспользоваться заменой . 

6.3.27.  

6.3.28.  

6.3.29.  

6.3.30. 

6.3.31.  

6.3.32. 

6.3.33.  

6.3.34. 

6.3.35. 

6.3.36. 

6.3.37. 

Решить уравнения: 

6.3.38.  

6.3.39.  

6.3.40.  

6.3.41.  

6.3.42.  

6.3.43.  

6.3.44.  

6.3.45.  

2õ1õõ1xõ 22266 +++ ++=+

562325 1xõ =⋅−⋅ −

91
3

1
93

õ21
1x23õ2 =






++

−
++

( ) 025,022497 õ5,015õ2x6õ2 =⋅+−− +−+++

yaõ =

093103 xõ2 =+⋅−
80422 xõ =+⋅

1244 1x22õ4 =− −−

3

26
33 x1õ =− −

03910813 õõ =+⋅−⋅
093103 xõ2 =+⋅−

02234 41x211õ2 =−⋅− −+−

0292142 1xõ2 =−⋅+ +

( )32244 1õxõ −=+ +

01228 õ

3õ2

õ

2

=−+
+

202743 4

õ

4

õ

=⋅−⋅

õxõ 365812163 ⋅=⋅+⋅
0625922598110 õxõ =⋅−⋅+⋅

094634 õxõ =⋅−⋅+
02269 õ2xõ =⋅−+

1õxõ 61349 −⋅=+
õxõ 3627264 −⋅=

0252104 õxõ =⋅−+
2õx1õ 6381943 −− ⋅=⋅−⋅
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6.3.46.  

6.3.47.  

Решить показательно-логарифмические уравнения: 

6.3.48. 

6.3.49. 

6.3.50. 

6.3.51. 

6.3.52.  

6.3.53.  

6.3.54. 

6.3.55. 

6.3.56. 

6.3.57. 

6.3.58.  

6.3.59.  

6.3.60.  

6.4. Показательные и логарифмические неравенства 

Прежде чем решать показательные и логарифмические неравен-
ства, необходимо повторить свойства числовых неравенств, решение 
линейных неравенств, квадратичных неравенств и их систем. 

Следует помнить: 
1) если , то при а>1 и  при 0<а<1; 
2) если logaφ(x) > loga f(x), то  при а>1 и     

при 0<а<1.
Это следует из свойств монотонности показательной и логариф-

мической функций, которые возрастают при а>1 и убывают при 
0<а<1. 

1õ21x1õ2 31525 −−− =⋅+
42326 õ1xõ =+⋅− −−−

( ) ( )xlg12
2õ2lg

5,2
5

2 +
−

=







)1xlg(2lgõlg
933 −⋅=

( )
504

52log3õ64log =+−

03lgx9lg
3 7x51 =+ −−

8)5125(log
3 15x82x

5
=⋅ +−

0)823lg(2lg)1x2(2lg 1x =−⋅−−+ +

( ) ( ) 64log
2

1
x231log13log 3

x2
3

x
3 −=−−−+ −

01222
1x5logx5log1

2õ
5

log
=−+− −+

42log1õ
9

log
2

1
x9log2õ

9
log

24464 +=⋅+
++

08264
x9logõ

9
log

=+⋅+
1xlg1õlg1xlgõlg 5335 −+− −=−

1xlg1õlg1xlgõlg 7135357 −−+ ⋅−⋅=−

1x16log25,0õ
16

log5,0x16logõ
16

log
2334

−+− −=−

)x(f)x( aa >ϕ )x(f)x( >ϕ )x(f)x( <ϕ
)x(f)x( >ϕ )x(f)x( <ϕ

99



Решить неравенства: 

6.4.1. 

6.4.2. 

6.4.3. 

6.4.4.  

6.4.5. 

6.4.6. 

6.4.7. 

6.4.8. 

6.4.9.  

6.4.10. 

6.4.11.  

6.4.12. 

6.4.13.  

6.4.14.  

6.4.15.  

6.4.16. 

6.4.17.  

x16x22õ
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1

3

1
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

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
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<


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
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2
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

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
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1x32xõ5 )4,0(6,1)4.0(25 +−− ⋅<⋅
5x42x1õ

2

1

2

1
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





<








1233 õ

1

õ
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+

6842
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õ

1

õ
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+

3
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1

2

1
1xõ
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
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

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





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016
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1
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4

1
xõ

>+





⋅−








644 xõ2 ≤+
1)3x4x(log 2
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
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x
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1 +<

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

)1x7(log)2x2(log 8,0
2

8,0 −>+
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6.4.18.  

6.4.19.  

6.4.20.  

6.4.21.  

6.4.22.  

6.4.23. 

6.4.24. 

6.4.25. 

6.4.26. 

6.4.27. 

6.4.28.  

6.4.29. 

6.4.30.  

6.4.31.  

6.4.32. 

6.4.33. 

6.4.34.  

6.4.35. 

6.4.36. 

6.5. Показательные и логарифмические системы уравнений 

Пример. Решить систему уравнений: 

0xlog)2х5( 3,0 <−

1xloglog

3

12 <










0
2x

8x2
log

2

3 <
−
−

1
x

1
lg ≥

0
4x

xx
loglog

2

63,0 <










+
+

2
x3

3x
log

2

5,0 >







−
+

0)1x(log)3x2x(log 5
2

5 >+−+−

2)124(log 1xx
2 <+− +

)20x3(log4log)5x(log2 333 −−≤−−
xlog)x216(log)27x(log πππ <−−+

)2xlg()2xlg()1xlg( +<−+−
xlog)x3(log)x2(log 222 >+−+

02xlogxlog

2

1
2

2

1 ≤−−

5,1xlogxlog 4
2
4 >+

16log83xlogxlog 2
2

2
2
2 +>−

03
16

x
logxlog 22 <+⋅

027log)1x(log2)1x(log 3
2

3
2
3 <++−+

xlg110lg )212xlg( +>+

)5x3(log)7x(log

4

14 +−>+
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






4log
3

1log2
2

5

4

log2.01

xx

y

x

y

xy x

=





 −+

=−

Решение: 
10, >≠ xx  

По определению логарифма имеем: 







>−

>

0
3

1

0

2x

y

y

⇒  







>

>

2

3
1

0

x

y

y

 ⇒  







<

>

1
3

0

2x

y

y

⇒




<

>
23

0

xy

y
⇒  







<

>

3

0

2x
y

y

⇒  
3

0
2x

y << . 

Прологарифмируем первое уравнение системы по основанию х. 

( )










=





 −+

=−

4log
3

1loglog

log
5

4
loglog2,01

2

2
xxx

xxx

x

y
x

xyy

⇒  

( )5*

2

2

2

4log
3

1log

8,0log2,0log
−









=





 −

=−

xx

xx

x

y
x

yy

⇒  






=−

−=−

43

4log5log

2

2

yx

yy xx
 . 

Из второго уравнения системы выразим у через х: 

43 2 −= xy , 
3

42 −
=

x
y

Тогда: 04
3

4
log5

3

4
log

22
2 =+

−
−

− xx
xx  

Пусть t
x

x =
−
3

4
log

2

,  0452 =+− tt , D = (-5)2 -4·1·4 = 9, 
2

35 ±
=t , 

11 =t  или 42 =t . 
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1) 1
3

4
log

2

=
−x

x 2) 4
3

4
log

2

=
−x

x

x
x

=
−
3

42

    4
2

3

4
x

x
=

−

0432 =−− xx            043 24 =+− xx  

D = (-3)2 – 4*1*(-4) = 25       пусть ax =2 , тогда 

2

53±
=x  043 2 =+− aa  

11 −=x   или  42 =x         D = (-1)2 – 4·3·4 = -47<0 

11 −=y  или  42 =y        корней нет 

(-1,-1) – удовлетворяет ОДЗ 

(4,4) решение системы уравнений. 

Ответ: (4, 4). 

Решить системы уравнений: 

6.5.1. 






=+
=+

3ylogxlog

3ylogxlog

3

3

1

93

 

6.5.2. 






=+
=⋅

2)yx(log

8025

5

yx

6.5.3. 




=−−
=−
08y2x

0ylogxlog
22

24
 

6.5.4. 






=−

−=+

2)yx(log

2)yx(log

5

9

1

6.5.5. 




=
=−

8xylog

1ylogxlog

2

22
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6.5.6. 






−=
−
−

+−=−

1
3lgylg

4lgxlg

)yx(log5)yx(log 22

6.5.7. 



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=+
1yx

1222 yx

 

6.5.8. 




=⋅+⋅
=⋅+⋅

245445

115342
yx

yx

 

6.5.9. 


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=⋅
=⋅

1832

1232
xy
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6.5.10. 






=−

=−

2523

72523

2

y

x

yx2

6.6. Задания для подготовки к ЕГЭ 

6.6.1. Упростить выражение:  

1) 0;       2) 13;  3) 7;  4) 4

6.6.2. Указать промежуток, которому принадлежит корень уравнения:

1) (3;5);   2) (-4;-2); 3) (-3; -1); 4) (2;4)

6.6.3. Найти область определения функции: 

1) ; 2) ; 3) ; 4)  

6.6.4. Найти наименьший корень уравнения: 
6.6.5. Найти произведение корней уравнения: 

6.6.6. Найти сумму квадратов корней уравнения:  

6.6.7. Решить уравнение:  

6.6.8. Решить неравенство: 

25log
33 54log6log2 +−⋅

( ) 0x3log8 =+

27

1

3

1
y

x45

−





=

−






 +∞;
2

1





 ∞−

2

1
; 






 +∞;

2

1 [ )+∞;2

0426593 xxx =⋅+⋅−⋅

( ) ( )
07787

2x3log2x3log2 =+⋅−⋅

0624
2x2x +−+

8
2x

15
2log2

11x2

30
2log3 44 +








+
−⋅=








−
+⋅

( ) ( )xx
122112 −〈++
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Глава 7 

Прогрессии 

7.1. Арифметическая прогрессия 

Арифметической прогрессией называется числовая последова-
тельность  ,a,,a,a n21 , каждый член которой, начиная со второго 
равен предыдущему, сложенному с некоторым числом d . 

Иными словами, арифметическая прогрессия – это последова-
тельность ( na ), заданная рекуррентно, 

daa,a nn +=+11 , 

где 11 +na,a,a n  соответственно первый, n  и 1+n -й члены прогрессии, 

d  – разность арифметической прогрессии. 
Например, 1, 3, 5, 7, 9, … ( 211 == d,a ) 

При 0>d  арифметическая прогрессия возрастает, 0<d  –

 убывает. 
Формула n -го члена арифметической прогрессии 

)n(daan 11 −⋅+= . 

Формулы суммы n  членов арифметической прогрессии: 

n
aa

S n
n ⋅+=

2

1  или n
)n(da

Sn ⋅−⋅+=
2

12 1 .

Свойства арифметической прогрессии 

1. Каждый член арифметической прогрессии, начиная со второго,
есть среднее арифметическое соседних с ним членов:

2

11 +− += nn
n

aa
a .

2. Суммы членов конечной арифметической прогрессии, равноот-
стоящих от ее концов, равны между собой:

121 321 +−−− +==+=+=+ knnnn aa...aaaaaa k . 

Пример 1. Первый и четвертый члены арифметической прогрессии 
соответственно равны 1,2 и 2,1. Найти сумму первых шести ее чле-
нов. 

Решение. ?S;,a;,a −== 64 81211 . 

Т.к. daa ⋅+= 314 , то d,, ⋅+= 32112 , 30,d = . 

6
2

52 1
6 ⋅⋅+= da

S , 7116
2

305212
6 ,

,,
S =⋅⋅+⋅= .

Ответ: 11,7. 
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Пример 2. Определить номер члена арифметической прогрессии рав-
ного 80, если сумма первых двух членов этой прогрессии равна 10, а 
пятый член равен 26? 

Решение. ?n;S;a;an −=== 102680 25  

Т.к. daa += 12 , daa ⋅+= 415 , то составим систему уравнений 







⇔






⇔






⇔






=
=

=
−=

=−+
−=

=⋅+
=+

2

6

2

210

26840

210

264

102

11

1

11

1

1

1

a

d

a

ad

aa

ad

da

da

По формуле n -го члена арифметической прогрессии 
)n(daan 11 −⋅+=  найдем )n( 16280 −⋅+= , 14=n . 

Ответ: 14. 

Пример 3. Вычислить сумму членов прогрессии 

7,5+9,8+12,1+…+53,5. 

Решение. Т.к. для данной последовательности чисел выполняет-
ся свойство арифметической прогрессии 

2

11 +− += nn
n

aa
a , т.е.

2

11257
89

,,
,

+= , то эта последовательность является арифметической

прогрессией, у которой ;,a 571 =  553325789 ,a;,,,d n ==−= . 

Т.к. )n(daan 11 −⋅+= , т.е. )n(,,, 13257553 −⋅+= , 21=n . 

n
aa

S n
n ⋅+=

2

1 , 564021
2

55357
21 ,

,,
S =⋅+= . 

Ответ: 640,5. 

Пример 4. Найти сумму всех трехзначных чисел, кратных пяти. 
Решение. Трехзначные числа 100, 105, 110, …, 990, 995 образу-

ют арифметическую прогрессию, у которой 1001 =a , 

9955100105 ==−= na;d . 

По формуле n -го члена арифметической прогрессии 
)n(daan 11 −⋅+=  найдем )n( 15100995 −⋅+= , 180=n . 

n
aa

S n
n ⋅+=

2

1 , 98550180
2

995100
180 =⋅+=S .

Ответ: 98550. 

Решить задачи: 

7.1.1. Найти шестой член арифметической прогрессии 23; 15… 

7.1.2. В арифметической прогрессии первый член равен 4, разность 2. 

Найти пятнадцатый член прогрессии. 
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7.1.3. а) Пятый член арифметической прогрессии равен 8,4, а ее деся-
тый член равен 14,4. Найти пятнадцатый член этой прогрессии. 

б) Четвертый член арифметической прогрессии равен 4,5, а ее 
двенадцатый член равен -12. Найти двадцатый член этой прогрессии. 
7.1.4. а) Первый член арифметической прогрессии равен 6, а ее раз-
ность равна 4. Начиная с какого номера члены этой прогрессии 
больше 260? 

б) Первый член арифметической прогрессии равен 380, а ее 
разность равна -6. Начиная с какого номера члены этой прогрессии 
меньше 100? 

7.1.5. В арифметической прогрессии первый член равен 8, разность 4. 
Найти сумму шестнадцати членов прогрессии. 
7.1.6. Найти первый член и разность арифметической прогрессии, ес-
ли:  а) 12612 99 == S,a ; 

  а) 2292 1111 == S,a . 

7.1.7. а) Сумма третьего и девятого членов арифметической прогрес-
сии равна 8. Найти сумму первых 11 членов этой прогрессии. 

  б) Сумма четвертого и шестого членов арифметической про-
грессии равна 14. Найти сумму первых девяти членов этой прогрес-
сии. 

7.1.8. Сумма трех чисел, образующих арифметическую прогрессию, 
равна 111. Второе больше первого в 5 раз. Найти первое число. 
7.1.9. Найти арифметическую прогрессию, у которой 3321 =++ aaa , 

3321 −=⋅⋅ aaa . 

7.1.10. Найти первые три члена арифметической прогрессии, у кото-
рой сумма первого и девятого членов равна 6, а произведение третье-
го и седьмого членов равно 8. 
7.1.11. Найти первый член 1a  и разность d  арифметической прогрес-
сии, у которой сумма всех первых десяти членов и сумма членов с 
четными номерами, входящими в эту десятку, равны 1. 
7.1.12. Сумма трех чисел образующих арифметическую прогрессию, 
равна 2, а сумма квадратов этих чисел равна 914 . Найти эти числа. 
7.1.13. При делении девятого члена арифметической прогрессии на 
второй член в частном получается 5, а при делении тринадцатого 
члена на шестой член в частном получается 2 и в остатке 5. Найти 
первый член и разность прогрессии. 
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7.1.14. Сумма четырех первых членов арифметической прогрессии 
равна 56. Сумма четырех последних членов равна 112. Найти число 
членов прогрессии, если первый ее член равен 11. 
7.1.15. Определить при каких x  три числа 321 a,a,a  взятые в указан-
ном порядке, образуют арифметическую прогрессию: 21 lga = , 

)xlg(a 622 −= , )xlg(a 3423 += .

7.1.16. Решить уравнение ( ) ( ) ( ) ( ) 3200157951 =++++++++ xxxx  . 

7.1.17. Решить уравнение 
( ) ( ) ( ) ( ) 40

19

1

1

1

2

1

1

1 2222
=

+
++

+
−+

+
−+

+ xx

x

x

x

x

x
 . 

7.1.18. Вычислить сумму 222222 1247484950 −++−+−  . 

7.1.19. Найти сумму всех нечетных трехзначных чисел. 
7.1.20. Известно, что при любом n  сумма nS  членов арифметической 
прогрессии выражается формулой nnSn 34 2 −= . Найти разность про-
грессии. 

7.2. Геометрическая прогрессия 

Геометрической прогрессией называется числовая последова-
тельность  ,b,,b,b n21 , каждый член которой, начиная со второго 
равен предыдущему, умноженному на некоторое отличное от нуля 
постоянное число q . Таким образом, 

qbb nn ⋅=+1 , 

где 1+nbиbn  соответственно n  и 1+n -й члены прогрессии, q  –

 знаменатель геометрической прогрессии, 0≠q . 

Например, 2, 6, 18, 54, … ( 321 == q,b ) 

Формула n -го члена геометрической прогрессии: 
1

1
−⋅= nqbbn . 

Формулы суммы n  членов геометрической прогрессии: 

q

)q(b
S

n

n
−
−=

1

11  ( 1≠q ). 

Свойства геометрической прогрессии 

1. Квадрат каждого среднего члена геометрической прогрессии ра-
вен произведению равноотстоящих от него членов:

11
2

+− ⋅= nnn bbb . 

2. Для конечной геометрической прогрессии произведение членов,
равноотстоящих от ее концов, есть число постоянное:
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111 2 +−− ⋅==⋅=⋅ knnn bb...bbbb k . 

Геометрическая прогрессия, у которой 1<q , называется беско-
нечно убывающей, а ее сумма определяется по формуле 

q

b
S

−
=

1

1 . 

Пример 1. Знаменатель геометрической прогрессии равен -2, сумма 
ее первых пяти членов равна 5,5. Найти пятый член этой прогрессии. 

Решение. ?b;,S;q −=−= 55 552 . 

По формуле суммы n  членов геометрической прогрессии 

q

)q(b
S

n

n
−
−=

1

11 , 
)(

))((b
S

21

21 5
1

5
−−
−−= , т.е. 50

3

33
55 1

1 ,b
b

, =⇒⋅= .

4
15 qbb ⋅= , 8250 4

5 =−⋅= )(,b . 

Ответ: 8. 

Пример 2. Сумма второго и четвертого членов возрастающей гео-
метрической прогрессии равна 30, а их произведение 144. Найти 
сумму девяти членов этой прогрессии. 

Решение. По условию задачи составим систему уравнений 







⇔






=
=

=⋅
=+

24

6

144

30

4

2

42

42

b

b

bb

bb (второе решение системы ,b 242 =  64 =b  не

рассматриваем, т.к. по условию задачи прогрессия возрастает, т.е. 
1>q ). 

По формуле n -го члена геометрической прогрессии 1
1

−⋅= nqbbn

имеем qbb ⋅= 12  и 3
14 qbb ⋅= . Найдем отношение 4b  к 2b : 







−=
=⇒===

2

2
4

6

24 2

2

4

q

q
q

b

b . Второй корень не подходит, т.к. 1>q . 

Т.к. 62 =b , 2=q , то 3
2

6
1 ==b .

По формуле суммы n  членов геометрической прогрессии 

q

)q(b
S

n

n
−
−=

1

11 , 1533
21

213 9

9 =
−
−= )(

S . 

Ответ: 1533. 

Пример 3. Вычислить сумму членов прогрессии 

...+−+−
125

864

25

288

5

96
32 . 
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Решение. Т.к. для данной последовательности чисел выполняет-
ся свойство геометрической прогрессии 11

2
+− ⋅= nnn bbb , т.е. 

25

288
32

5

96
2

⋅=− 








 , то эта последовательность является геометриче-

ской прогрессией, у которой ;b 321 =  .q
5

3−=  

Т.к. 
q

b
S

−
=

1

1 , то 
( )

20
531

32 =
−−

=S . 

Ответ: 20. 

Пример 4. Если от третьего члена геометрической прогрессии отнять 
4, то первые три члена образуют арифметическую прогрессию с раз-
ностью 2. Найти исходную геометрическую прогрессию. 

Решение. По условию задачи последовательность 42
111 −qb,qb,b  

образует арифметическую прогрессию с разностью 2=d . Тогда мож-
но составить следующую систему уравнений 







⇔






⇔






⇔






=
=

=
=−

=−
=−

−=+
=+

3

1

3

21

61

21

42

2
11

1

1

11

11

2 q

b

q

)q(b

)q(qb

)q(b

qbqb

qbb

Таким образом, 32 =b , 93 =b . 

Ответ: 1, 3, 9, ... . 

Решить задачи: 

7.2.1. Найти шестой член геометрической прогрессии -1; 5;…. 

7.2.2. В геометрической прогрессии первый член равен 64, знамена-
тель 41 . Найти пятый член прогрессии. 
7.2.3. В геометрической прогрессии первый член равен 486, знамена-
тель 31 . Найти сумму четырех первых членов прогрессии. 
7.2.4. Вычислить сумму членов прогрессии 432+72+12+2+… . 
7.2.5. Найти первый член и знаменатель геометрической прогрессии, 
у которой сумма третьего и пятого членов равна 40, а произведение 

второго и четвертого равна 64. 
7.2.6. Найти первый член и знаменатель геометрической прогрессии, 
у которой сумма первых четырех членов равна 400, а сумма первого и 
третьего равна 100. 
7.2.7. Найти сумму первых шести членов геометрической прогрессии, 
если ее четвертый член равен 241 , знаменатель равен 21 . 
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7.2.8. Сумма первых трех членов геометрической прогрессии рав-
на 39, знаменатель прогрессии равен -4. Найти сумму первых четырех 

членов этой прогрессии. 
7.2.9. В геометрической прогрессии сумма первого и второго членов 
равна 45, а сумма второго и третьего членов равна 30. Найти эти три 
члена прогрессии. 

7.2.10. В геометрической прогрессии ( nb ), знаменатель которой –

 число положительное, 2721 =⋅bb , а 3143 =⋅bb . Найти эти четыре чле-
на прогрессии. 

7.2.11. Найти сумму первых восьми членов геометрической прогрес-
сии, второй член которой равен 6, а четвертый равен 24. 
7.2.12. Найти четыре числа образующих геометрическую прогрессию, 
у которой третий член больше первого на 9, а второй больше четвер-
того на 18. 
7.2.13. Найти первый член и знаменатель геометрической прогрессии, 
если известно 

32

45
24 −=−bb , 

512

45
46 −=−bb . 

7.2.14. Найти первый и пятый члены геометрической прогрессии, ес-
ли известно, что ее знаменатель равен 3, а сумма шести первых чле-
нов равна 1820. 
7.2.15. Сумма первых трех членов возрастающей геометрической 
прогрессии равна 13, а их произведение равно 27. Вычислить сумму 
первых пяти членов этой прогрессии. 
7.2.16. Сумма первого и пятого членов геометрической прогрессии 
равна 51, а сумма второго и шестого членов равна 102. Сколько чле-
нов этой прогрессии, начиная с первого, нужно сложить, чтобы их 
сумма была равна 3069? 

7.2.17. Сумма бесконечно убывающей геометрической прогрессии 
равна 32, а сумма ее первых пяти членов равна 31. Найти первый 
член прогрессии. 
7.2.18. Сумма трех чисел, составляющих убывающую арифметиче-
скую прогрессию, равна 60. Если от первого числа отнять 10, от вто-
рого отнять 8, а третье оставить без изменения, то полученные числа 
составят геометрическую прогрессию. Найти эти числа. 

7.2.19. Три числа 321 a,a,a , образуют арифметическую прогрессию. 
Если к последнему числу прибавить 9 и сохранить порядок, то числа 
образуют геометрическую прогрессию. Если после этого к первому 
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числу прибавить 9 и переставить его со вторым, то опять получим 
арифметическую прогрессию. Чему равны исходные числа? 

7.2.20. Три числа образуют возрастающую арифметическую прогрес-
сию, а их квадраты составляют геометрическую прогрессию. Найти 

эти числа, если их сумма равна 42. 

7.3. Задания для подготовки к ЕГЭ 

Задания с кратким и полным ответом (уровень части В, С) 

7.3.1. Найти сумму всех двузначных положительных чисел. 
7.3.2. Найти сумму всех трехзначных натуральных чисел, которые 
при делении на 5 дают остаток, равный 1. 
7.3.3. Сумма первых трех членов геометрической прогрессии равна 
39, знаменатель прогрессии равен -4. Найти сумму первых четырех 
членов этой прогрессии. 
7.3.4. Сумма первых пяти членов арифметической прогрессии равна 
115, а сумма последних пяти равна 515, 131 =a . Найти число членов 
этой прогрессии. 
7.3.5. Произведение второго и четвертого членов арифметической 
прогрессии равно 7. Сумма первых пяти членов равна -20. Найти раз-
ность этой прогрессии, если известно, что она отрицательна. 
7.3.6. От деления шестнадцатого члена арифметической прогрессии 
на пятый в частном получается три, а от деления двадцать первого 
члена на шестой в частном получается 3 и в остатке 12. Найти сумму 
первых трех членов прогрессии. 
7.3.7. Одиннадцатый член арифметической прогрессии равен -17, а 
сумма первых сорока восьми членов равна -2112. Найти сумму треть-
его, одиннадцатого и двенадцатого членов этой прогрессии. 
7.3.8. За установку самого нижнего железобетонного кольца колодца 
заплатили 2600 руб., а за каждое следующее кольцо платили на 
200 руб. меньше, чем за предыдущее. Кроме того, по окончании ра-
боты было уплачено еще 4000 руб. Средняя стоимость установки од-
ного кольца оказалась равной 

9

4
2244  руб. Сколько колец было уста-

новлено? 

7.3.9. Турист поднимаясь в гору, в первый час достиг высоты 800 м, а 
каждый следующий час поднимался на высоту, на 25 м меньшую, чем 
в предыдущий. За сколько часов он достигнет высоты в 5700 м? 
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7.3.10. Найти разность убывающей арифметической прогрессии, у ко-
торой сумма первых трех членов равна 27, а сумма их квадратов рав-
на 275. 
7.3.11. Сумма первых двенадцати членов арифметической прогрессии 
равна 78, а тринадцатый член равен 26. Найти число членов прогрес-
сии, принадлежащих интервалу (0; 15). 
7.3.12. Первый член бесконечно убывающей геометрической про-
грессии относится к сумме второго и третьего членов как 9:10. Найти 
первый член прогрессии, если ее сумма равна 12. 

7.3.13. Найти третий член бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии, сумма которой равна 1,6, а второй член равен -0,5. 

7.3.14. Четвертый член геометрической прогрессии 24 =b . Найти 
произведение 65432 bbbbb ⋅⋅⋅⋅ . 

7.3.15. В геометрической прогрессии 81131 =⋅⋅ bbb . Найти 82 bb ⋅ . 

7.3.16. Разность арифметической прогрессии отлична от нуля. Числа, 
равные произведениям первого члена этой прогрессии на второй, 
второго на третий, и третьего на первый, в указанном порядке состав-
ляют геометрическую прогрессию. Найти ее знаменатель. 
7.3.17. Найти 10q, где q – знаменатель убывающей геометрической 
прогрессии, у которой произведение первых трех членов равно 1000, 
а сумма их квадратов равна 525. 
7.3.18. Три положительных числа образуют возрастающую геометри-
ческую прогрессию. Если последнее из них уменьшить вдвое, то по-
лучится арифметическая прогрессия. Найти знаменатель этой про-
грессии. 
7.3.19. Произведение трех положительных чисел, являющихся после-
довательными членами геометрической прогрессии, равно 64, а про-
изведение их логарифмов по основанию 2 равно 6. Найти сумму этих 
чисел. 
7.3.20. Дан квадрат со стороной 128 см. Середины его сторон являют-
ся вершинами второго квадрата. Середины сторон второго квадрата 
являются вершинами третьего квадрата и т.д. Найти длину стороны 
седьмого квадрата. 
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Глава 8 

Текстовые задачи 

Существует много различных типов текстовых задач. Мы рас-
смотрим четыре основные типа: задачи «на движение», задачи «на 
работу», задачи «на концентрацию» и задачи «на проценты».  

8.1. Задачи «на движение» 

К задачам на движение относят 3 основных типа задач: 
1. Движение в разных направлениях.

2. Движение в одном направлении.
3. Движение по воде.
При решении текстовых задач очень важно правильно построить

чертеж и на нем отметить все данные. 
Формулы для решения задач данного типа: 

tS ⋅υ= , 
t

S=υ ,
υ

= S
t

где S – путь, υ – скорость, t – время. 

Движение в разных направлениях. 

Пример. Из Челябинска в Екатеринбург вышел пассажирский поезд, 
а через 15 минут навстречу ему из Екатеринбурга в Челябинск отпра-
вился товарный поезд, который шел со скорость в 2 раза большей, 
чем скорость пассажирского поезда. Товарный поезд, пройдя 120 км, 
встретился с пассажирским поездом. Найти скорость каждого поезда, 
зная, что расстояние между городами 202 км. 

Решение. 
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Пусть x – скорость пассажирского поезда, тогда 2x – скорость 
товарного поезда. Т.к. товарный поезд прошел 120 км, а расстояние 
между городами 202, значит, пассажирский поезд прошел 82 км (202-

-120=82).

Из формулы 
υ

= S
t , получим время для пассажирского (п) и то-

варного (т) поездов: 
x

t
82

п = , 
x

t
2

120
т = . 

Известно, что пассажирский поезд ехал на 15 минут больше, чем 
товарный (т.к. скорость мы будем измерять в км/ч, нужно перевести 
минуты в часы, 15 мин = 

14 часа). Значит верно будет равенство: 

Т4

1
п tt =− . Подставляя в равенство значения пt  и тt , получаем урав-

нение: 
xx 2

120

4

182 =− . Решая его, получаем, что x=88. Тогда 2x=176.

Ответ: скорость пассажирского поезда равна 88 км/ч; 
 скорость товарного поезда равна 176 км/ч. 

Движение в одном направлении. 

Пример. Два автобуса отправились одновременно из города в посе-
лок, расстояние до которого 72 км. Первый автобус двигался со ско-
ростью, превышающей скорость второго автобуса на 4 км/ч, и при-
был в пионерлагерь на 15 мин раньше, чем второй автобус. Найдите 
скорость каждого автобуса. 

Решение. 

Пусть скорость второго автобуса x км/ч, тогда скорость первого 
автобуса (x+4) км/ч. Так как расстояние между городом и поселком 
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72 км, можем найти время первого и второго автобусов: 
4

72
I

+
=

x
t , 

x
t

72
II = . 

Известно, что первый автобус прибыл в поселок на 15 минут 

(
14 часа) раньше, чем второй автобус. Значит верно будет равенство: 

III
4

1
tt =− . Подставляя в равенство значения It  и IIt  получаем уравне-

ние: 
xx

72

4

1

4

72 =+
+

. Решая его, получаем, что x=32. Тогда x+4=36. 

Ответ: 32 км/ч, 36 км/ч. 

Движение по воде. 
При решении задач этого типа необходимо учитывать скорость 

воды: если тело движется по течению реки, то его скорость υ получа-
ется в результате сложения скорости в стоячей воде и скорости тече-
ния реки; против течения реки – разность скорости в стоячей воде и 
скорости течения реки, в стоячей воде (озеро) скорость воды считать 
равную 0. 

Пример. Группа школьников отправляется на катере от лагеря по те-
чению реки с намерением вернутся обратно через 8 ч. Скорость тече-
ния реки 2 км/ч, собственная скорость катера 10 км/ч. На какое 
наибольшее расстояние по реке они могут отплыть, если перед воз-
вращением они планируют побыть на берегу 3 ч? 

Решение. 
Для решения данной задачи составим таблицу: 

S υ t 
по течению реки 

x 12 
𝑥𝑥
12

против течения реки 
x 8 

𝑥𝑥
8

Пусть расстояние по реке, которое они проплывут x км. Ско-
рость катера по течению 12 км/ч (10+2=12), а скорость катера против 
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течения 8 км/ч (10-2=8). Тогда 
12

x
t течениюпо = , 

8

x
t теченияпротив = . Так как 

всё путешествие составляет 8 ч, а на берегу школьники планируют 
побыть 3 ч, то на путь по течению и против течения они могут затра-
тить 5 ч (8-3=5). Значит верно равенство: 

5=+ теченияпротивтечениюпо tt . 

Подставляя конкретные значения в уравнение, получим: 5
812
=+ xx
.

Решая уравнение, получим, что x=24. 

Ответ: 24 км. 

Задачи для самостоятельного решения: 
8.1.1. Из двух городов, расстояние между которыми 210 км, навстре-
чу друг другу выехали одновременно мотоциклист и велосипедист и 
встретились через 3 часа. Найдите скорость велосипедиста, если из-
вестно, что мотоциклист проезжает за час на 60 км больше, чем вело-
сипедист. 

8.1.2. От пристани А отошел теплоход со скоростью 55 км/ч. Через 
30 мин от пристани В навстречу ему отошел второй теплоход, ско-
рость которого 38 км/ч. Через сколько часов после отправления пер-
вого теплохода они встретятся, если расстояние между пристанями А 

и В равно 205 км. 

8.1.3. Из пункта А в пункт В, расстояние между которыми 18 км, од-
новременно выезжают два велосипедиста. Скорость одного из них на 
5 км/ч меньше скорости другого. Велосипедист, который первым 
прибыл в В, сразу же повернул обратно и встретил другого велосипе-
диста через 1 ч 20 мин после выезда из А. На каком расстоянии от 
пункта В произошла встреча? 

8.1.4. Из пункта А в пункт В, расстояние до которого 33 км, одновре-
менно выехали два велосипедиста. Один из велосипедистов, двигаясь 
со скоростью, превышающей скорость второго велосипедиста на 
4 км/ч, прибыл в пункт В на 48 мин раньше, чем второй. Сколько 
времени находился в пути каждый велосипедист?  
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8.1.5. Два мотоциклиста выезжают одновременно в город из пункта, 
отстоящего от него на 160 км. Скорость одного из них на 8 км/ч 
больше скорости другого, поэтому он приезжает к месту назначения 
на 40 мин раньше. Найдите скорости мотоциклистов. 

8.1.6. Рыболов отправляется на лодке от пристани против течения ре-
ки с намерением вернуться назад через 5 ч. Перед возвращением он 
хочет побыть на берегу 2 ч. На какое наибольшее расстояние он мо-
жет отплыть, если скорость течения реки 2 км/ч, а собственная ско-
рость лодки 6 км/ч? 

8.1.7. Теплоход, собственная скорость которого 8 км/ч, прошел по ре-
ке расстояние, равное 15 км, по течению и такое же расстояние про-
тив течения. Найдите скорость течения реки, если время, затраченное 
на весь путь, равно 4 ч. 

8.1.8. Теплоход прошел 28 км по течению реки и 25 км против тече-
ния, затратив на весь путь столько же времени, сколько ему понадо-
билось бы для прохождения 54 км в стоячей воде. Найдите скорость 
теплохода в стоячей воде, если известно, что скорость течения равна 
2 км/ч. 

8.2. Задачи «на работу» 

Задачи на работу имеют особенность решения, которую нужно 
запомнить. Если в условии задачи не известен объем работы, то его 
нужно принимать за 1.  

Формулы для решения задач данного типа: 

tPA ⋅= , 
t

A
P = ,

P

A
t = ,

где A – объем работы, P – производительность труда, t – время. 
Для упрощения решения необходимо построить таблицу вида: 

A P t 

I 

II 
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Пример. Водонапорный бак наполняется двумя трубами за 2 ч 
55 мин. Вторая труба может наполнить его на 2 ч скорее, чем первая. 

За какое время наполнит бак каждая труба, работая отдельно? 

Решение. 
A P t 

I 1 x 

II 1 x-2

Так как объем работы не известен, обозначим его за 1. В усло-
вии задачи необходимо найти время, поэтому обозначим время 
наполнения бака первой трубой за x, тогда (x-2) – время наполнения 

бака второй трубой. Тогда по формуле 
t

A
P = , найдем производитель-

ность первой и второй трубы: 
x

PI

1= ,
2

1

−
=

x
PII . 

A P t 

I 1 

x

1 x 

II 1 

2

1

−x

x-2

По условию задачи известно, что бак наполняется двумя труба-

ми (т.е. их общая производительность будет 








−
+

2

11

xx
 за 2 ч 55 мин 








 ч
12

11
2 .

Пользуясь формулой: tPA ⋅=  получим уравнение: 

12

11
21

2

11
⋅







=

−
+

xx
. 

Решая его, получим, что 71 =x  или 
12

10
2 =x . Второе решение яв-

ляется посторонним, т.к. если принять его за решение, то производи-
тельность второй трубы отрицательна, получаем противоречие. Зна-
чит, x=7, x-2=5. 

Ответ: 7 ч, 5 ч. 
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Задачи для самостоятельного решения. 
8.2.1. Два комбайна, работая совместно, могут выполнить задание за 
6 ч. Первый комбайн, работая один, может выполнить это задание на 
5 ч скорее, чем второй. За какое время может выполнить задание пер-
вый комбайн, работая один? 

8.2.2. Карлсон один может съест 4 банки с вареньем за 8 минут, а 
вдвоем с Сиропчиком они съедают 10 банок с вареньем за 12 минут. 
На сколько процентов скорость съедания варенья у Карлсона выше, 
чём у Сиропчика? 

8.2.3. Отец с сыном должны вскопать огород. Производительность 
труда у отца в два раза больше, чем у сына. Работая вместе, они могут 
вскопать весь огород за 4 часа. Однако вместе они проработали толь-
ко один час, потом некоторое время работал один сын, а заканчивал 
работу уже один отец. Сколько часов в общей сложности проработал 
на огороде отец, если вся работа на огороде была выполнена за 
7 часов? 

8.2.4. Два каменщика, работая вместе, могут выполнить задание за 
12 ч. Производительности труда первого и второго каменщиков отно-
сятся как 1:3. Каменщики договорились работать поочередно. Сколь-
ко времени должен проработать первый каменщик, чтобы это задание 
было выполнено за 20 ч? 

8.2.5. Два фермера, работая вместе, могут вспахать поле за 25 ч. Про-
изводительности труда первого и второго фермеров относятся как 
2:5. Фермеры планируют работать поочередно. Сколько времени 
должен проработать второй фермер, чтобы это поле было вспахано за 
45,5 ч? 

8.3. Задачи «на концентрацию» 

При решении задач на концентрацию следует разделить сплавы 
на элементы и построить таблицу: 

Масса I элемент II элемент и т.д. 
I сплав 

II сплав 

и т.д. 
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Пример. В мастерской имеются два слитка сплава серебра с оловом. 
Первый слиток состоит из 360 г серебра и 40 г олова, а второй – из 
450 г серебра и 150 г олова. Из этих слитков надо получить 200 г 
сплава, содержание серебра в котором 81%. Определите массу куска, 
который для этого необходимо взять от второго слитка. 

Решение. 

масса серебро олово 

I слиток 400 360 (90%) 40 (10%) 

II слиток 600 450 (75%) 150 (25%) 

Сплав 200 81% 19% 

Пусть x – масса куска, который нужно взять для сплава от 
I слитка, тогда y – масса куска, который нужно взять для сплава от 
II слитка. 

Составим новую таблицу: 
масса серебро олово 

1 кусок 

(I слиток) 
x 90% 10% 

2 кусок 

(II слиток) 
y 75% 25% 

Сплав 200 81% 19% 

Так как сплав состоит из суммы масс 1 и 2 кусков, получим 

уравнение: 200=+ yx . Масса серебра в первом куске – 
100

90⋅x
 г, во

втором куске – 
100

75⋅y
 г, а в сплаве – 

100

81200 ⋅
 г. Значит, получим урав-

нение: 
100

81200

100

75

100

90 ⋅=⋅+⋅ yx
.

Из полученных уравнений составим систему: 









⋅=⋅+⋅
=+

100

81200

100

75

100

90

200

yx

yx

Решая систему уравнений, получаем, что x=80, y=120. 

Ответ: 120г. 
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Задачи для самостоятельного решения. 

8.3.1. Имеется кусок сплава меди с оловом общей массой 12 кг, со-
держащий 45% меди. Сколько чистого олова надо добавить к этому 
куску сплава, чтобы получившийся новый сплав содержал 40% меди? 

8.3.2. Свежие грибы содержат 90% воды, а сушеные – 12%. Сколько 
получится сушеных грибов из 88 кг свежих? 

8.3.3. Имеется два куска сплава меди и цинка с процентным содержа-
нием меди 30% и 80% соответственно. В каком отношении надо взять 
эти сплавы, чтобы, переплавив взятые куски вместе, получить сплав, 
содержащий 60% меди? 

8.3.4. Из 40 т руды выплавляют 20 т металла, содержащего 6% при-
месей. Каков процент примесей в руде? 

8.3.5. В 500 кг руды содержится некоторое количество железа. После 
удаления из руды 200 кг примесей, содержащих в среднем 12,5% же-
леза, процент содержания железа в оставшейся руде повысился на 
20%. Сколько железа осталось в руде? 

8.3.6. Имеется сталь двух сортов с содержанием никеля 5% и 40%. 
Сколько стали каждого сорта следует взять, чтобы получить после 
переплавления 140 т стали с содержанием никеля 30%? 

8.3.7. Имеется 3 слитка. Масса первого – 5 кг, второго – 3 кг, и каж-
дый из них содержит 30% меди. Если первый слиток сплавить с тре-
тьим, то получится слиток, содержащий 56% меди, а если второй сли-
ток сплавить с третьим, то получится слиток, содержащий 60% меди. 
Найдите массу третьего слитка и процентное содержание меди в нем. 

8.3.8. Имеются два сплава, состоящих из цинка, меди и олова. Из-
вестно, что первый сплав содержит 40% олова, а второй – 26% меди. 
Процентное содержание цинка в первом и втором сплавах одинаково. 
Сплавив 150 г первого сплава и 250 г второго, получим новый сплав, 
в котором будет 30% цинка. Определить, сколько килограммов олова 
содержится в новом сплаве. 

8.4. Задачи «на проценты» 
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Задачи для самостоятельного решения. 

8.4.1. Объем ежемесячной продажи компьютеров в первом, втором и 
третьем магазинах относятся как 7:5:10. В связи с сокращением тор-
говых площадей планируется уменьшить месячную продажу компь-
ютеров в первом магазине на 11% и во втором на 15%. На сколько 
процентов нужно увеличить месячную продажу компьютеров в тре-
тьем магазине, чтобы суммарный объем продаваемых за месяц ком-
пьютеров не изменился? 

8.4.2. По пенсионному вкладу банк выплачивает 10% годовых. По ис-
течению каждого года эти проценты капитализируются, т.е. начис-
ленная сумма присоединяется к вкладу. На данный вид вклада был 
открыт счет в 50 000 руб., который не пополнялся и с которого не 
снимали деньги в течение 3 лет. Какой доход был получен по истече-
нию этого срока? 

8.4.3. Сумма двух чисел равна 24. Найти меньшее из них, если 35% 
одного из них равны 85% другого. 
8.4.4. На товар снизили цену сначала на 20%, а затем еще на 15%. 
При этом он стал стоить 23,8 р. Какова была первоначальная цена то-
вара? 

8.4.5. Цена на товар была понижена на 20%. На сколько процентов ее 
нужно повысить, чтобы получить исходную цену? 

8.4.6. Завод увеличивал объем выпускаемой продукции ежегодно на 
одно и то же число процентов. Найти это число, если известно, что за 
два года объем выпускаемой продукции увеличился на 21%. 
8.4.7. Цену товара первоначально снизили на 20%, затем новую цену 
снизили еще на 30% и, наконец, после перерасчета произвели сниже-
ние на 50%. На сколько процентов всего снизили первоначальную 
цену товара? 
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Глава 9 

Задания с параметрами 

9.1. Общие положения 

Иногда в уравнениях некоторые коэффициенты заданы не кон-
кретными числовыми значениями, а обозначены буквами. Такие бук-
вы называются параметрами. Предполагается, что эти параметры 
могут принимать любые допустимые числовые значения, то есть одно 
уравнение с параметрами задает множество уравнений (для всех воз-
можных значений параметров). 

Решить уравнение с параметрами означает следующее: 
1) исследовать, при каких значениях параметров уравнение имеет

корни и сколько их при различных значениях параметров;
2) найти все выражения для корней и указать для каждого из них

те значения параметров, при которых это выражение дей-
ствительно определяет корень уравнения.

Пример 1. Определить число корней уравнения 0)3(42 =++− axax . 

Решение. 
1) Данное уравнение имеет один параметр а. Если 0=a , то полу-

чим линейное уравнение 034 =+− x , которое имеет один корень. 
2) При 0≠a  уравнение является квадратным. Четверть его дис-

криминанта выражается формулой: )3(4
4

1
+−= aaD .  Число корней

квадратного уравнения зависит от знака дискриминанта, поэтому 
определим, при каких значениях 0≠a  дискриминант больше 0, равен 
нулю и меньше нуля. 

43)( 2 +−−= aaaD . Графиком этого квадратного трехчлена яв-
ляется парабола, ветви которой направлены вниз. Его корни равны 

4−  и 1. Трехчлен положителен в межкорневом интервале, из которо-
го нужно исключить 0=a , и отрицателен на промежутках )4;( −−∞  и

);1( ∞+ .

Принимая во внимание результаты пункта 1), получаем 
Ответ: 

− уравнение имеет один корень при ;1,4,0 =−== aaa

− два различных действительных корня при )1;0()0;4( ∪−∈a ;
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− не имеет действительных корней при );1()4;( ∞+∪−−∞∈a .

Пример 2. При каких значениях а уравнение

)1()1(

5

1

3
1

+−+
=

−+
−

xax

a

ax
(1) 

имеет два различных действительных корня? 

Решение. Перенесем все члены уравнения в левую часть и при-
ведем дроби к общему знаменателю. Получим равносильное уравне-
ние 

.0
)1()1(

)1(4)3(2

=
+−+

+−−+
xax

axax
 (2) 

Перейдем от уравнения (2) к уравнению-следствию: 

0)1(4)3(2 =+−−+ axax , (3) 

то есть 41 =x , 12 −−= ax . 

Среди этих корней могут быть посторонние. Кроме того, при не-
которых значениях а найденные корни могут оказаться равными, но, 

по условию задачи, нужно найти только те значения параметра, при 
которых уравнение имеет различные корни.  

Для того чтобы 41 =x  было корнем уравнения (1), нужно потре-
бовать, чтобы 014 ≠−+ a , то есть 3−≠a .  

Чтобы 12 −−= ax  являлось корнем уравнения (1), потребуем, 
чтобы выполнялись условия: 011 ≠−+−− aa  и 011 ≠+−− a . Первое 
условие выполняется при любом значении а, а второе при 0≠a . 

Наконец, нужно потребовать, чтобы полученные корни были 
различными, то есть 14 −−≠ a , откуда 5−≠a . 

Ответ: при 5−≠a , 3−≠a , 0≠a  данное уравнение имеет два 
различных действительных корня. 
Пример 3. Решить систему уравнений: 





=++−−+
=−+−−++

.0222

,010662
22

22

ayxxyyx

ayxxyyx
 (1) 

Решение. Сложив первое уравнение со вторым, перейдем к рав-
носильной системе: 
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



=++−−+
=+−−+

.0222

,0104822
22

22

ayxxyyx

yxyx
(2) 

Система (2), в свою очередь, равносильна системе 





=++−−+
=−+−

.0222

,0)1(2)2(2
22

22

ayxxyyx

yx
(3) 

Первое уравнение системы не зависит от параметра а, и имеется 
единственная пара чисел )1;2( , которая удовлетворяет этому уравне-
нию. Значит, система совместна только в том случае, когда эта пара 
чисел удовлетворяет и второму уравнению системы, то есть выполня-
ется равенство 01 =+− a . Отсюда следует, что только при 1=a  дан-
ная система совместна. 

Ответ: при 1=a  система имеет решение )1;2( ; 

  при 1≠a  система несовместна. 

Решить самостоятельно: 

9.1.1. При каких а система уравнений 






−=

=+

2

1

,222

axy

ayx
 имеет ровно два 

решения? 

9.1.2. При каких а система уравнений 




+=++
+=−

3)6(2

,14

ayax

ayax
 не имеет 

решений? 

9.1.3. При каких т система уравнений 




−=++
=+−

1)1(2

,5,427)2(

ymx

yxm
имеет 

бесконечно много решений? 

9.1.4. При каждом значении параметра а укажите число решений си-

стемы уравнений 




−=
=++
.4

,2
2xy

ayx

9.1.5. При каких значениях параметра а уравнение  
033)2()2()2( 222 =−+−+−− axxaxx  имеет четыре различных кор-

ня? 

9.1.6. При каких значениях параметра р уравнение  
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1)1)(()( 22 −=−−−− ppxppx  имеет больше положительных кор-
ней, чем отрицательных? 

9.1.7. Решите уравнение  0105)2()42( 2 =−−+−+ axaxaa . 

9.2. Задания для подготовки к ЕГЭ 

Задания с кратким ответом (уровень части В) 

Пример. При каком значении параметра а функция 
)113(arctg 2 ++−= xaxxy  имеет минимум в точке с абсциссой 0,5? 

Решение. 
1) Данная функция является суперпозицией двух функций:

 arctg)( ttf = и 113)( 2 ++−= xaxxxg . Так как функция arctg)( ttf =  

возрастает, то промежутки монотонности функции f на ее области 
определения совпадают с промежутками монотонности функции g, 

поэтому функция  g  имеет минимум в той же точке, что и функция f. 
2) Функция 113)( 2 ++−= xaxxxg  – квадратичная. Так как ко-

эффициент при 2x  положителен, то абсцисса 0x  вершины параболы,
являющейся графиком данной функции, – точка минимума. Для 
нахождения 0x  преобразуем выражение, задающее функцию g: 

,11)1(3113)( 22 +−+=++−= xaxxaxxxg

6

1
0

−
=

a
x .

По условию задачи, 5,00 =x , откуда 4=a . 

Ответ: данная функция имеет минимум в точке с абсциссой 0,5 
при 4=a . 

Решить самостоятельно: 

9.2.1. При каком значении р функция 3 288 xpxy −−=  имеет макси-
мум в точке 75,10 =x ? 

9.2.2. При каком значении т функция 
)1(

1
22 +−+−

=
mmxx

y имеет 

минимум при 1−=x ? 
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9.2.3. Найти наименьшее целое k, при котором функция 

7
3

2 23 +−+= kxkxxy  не имеет экстремумов.

9.2.4. При каком значении а наибольшее значение функции 
132

25 +−⋅= xaxy  на отрезке [0; 7] достигается при 5=x ? 

9.2.5. При каком значении а сумма наибольшего и наименьшего зна-
чения функции axxxy 4151060 23 +−−=  на отрезке [-3; 3] равна 0? 

Задания с полным ответом. Повышенный уровень ( 21, CC ) 

Пример 1. Найдите наибольшее целое отрицательное значение t, при 
котором уравнение xttx 22 cos245cos ⋅−=−  не имеет корней. 

Решение. 
Найдем сначала те значения параметра t, при которых данное 

уравнение корни имеет. 

Пусть ,cos2 ax = тогда 10 ≤≤ a .  Данное уравнение примет вид: 

atta 245 −=− (1) 

Преобразуем уравнение (1) в равносильное ему следующим об-
разом: 

tat 54)21( +=⋅+ (2) 

1) При 5,0−=t  из уравнения (2) получаем: 5,10 =⋅a . Это уравне-
ние решений не имеет. 

2) Если 5,0−≠t , то, разделив обе части уравнения (2) на ненуле-
вое выражение t21+ , имеем следующее уравнение: 

t

t
a

21

54

+
+

=
(3) 

Так как 10 ≤≤ a , то уравнение (3) будет иметь решение тогда и 

только тогда, если  1
21

54
0 ≤

+
+

≤
t

t , что равносильно системе:









≤
+
+

≥
+
+

.1
51

54

,0
21

54

t

t
t

t

Решая эту систему, получим: [ ]8,0;1 −−∈t . 
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3) Теперь ответим на вопрос задачи. Уравнение (3) имеет реше-
ние на отрезке [ ]8,0;1 −− , значит, не имеет его при всех остальных 
допустимых значениях параметра t, то есть при 

);8,0()1;( ∞+−∪−−∞∈t . Наибольшее целое отрицательное t из этого 
промежутка равно 2− . 

Ответ: наибольшее целое отрицательное t, при котором данное 
уравнение не имеет корней, равно 2− . 

Пример 2. При каких значениях параметра а графики функций 
axxaxy 3sin4cos2sin +++=  и 2sin2cos 2 +++= axaxy  не имеют 

общих точек? 

Решение. 
Ответим сначала на вопрос, при каких значениях параметра а 

графики данных функций имеют хотя бы одну общую точку. Это 
равносильно задаче отыскания решений следующего уравнения:  

2sin2cos3sin4cos2sin 2 +++=+++ axaxaxxax  (1) 

Преобразуем уравнение (1): 
,02sin2cos3sin4cos2sin 2 =−−−−+++ axaxaxxax

,0sin4cossin22cos)3cossin2(2 =−⋅−++−−+ xxxxxxaa  

.0)2(cos)sin21()3cossin2(2 =+−+−−+ xxxxaa  (2) 

Решим уравнение (2) относительно параметра а. Заметим, что 
свободный член этого квадратного уравнения равен произведению 
выражений xsin21−  и 2cos +x , а второй коэффициент – сумме этих 
же выражений, поэтому  





+=
−=

.cos2

,sin21

xa

xa
(3) 

Совокупность (3) будет иметь решения не при всех значениях 
параметра а, так как функции xy sin=  и xy cos=  являются ограни-
ченными. 

Оценим границы изменения выражений xsin21−  и 2cos +x : 

31
31

31

321

3211
≤≤−⇔

≤≤
≤≤−

⇔
≤+≤
≤−≤−









a

,a

,a

,xcos

,xsin
. 
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Итак, графики данных функций имеют хотя бы одну общую точ-
ку при [ ]3;1−∈a , откуда следует, что они не имеют общих точек при 
всех остальных допустимых значениях параметра а. 

Ответ: );3()1;( ∞+∪−−∞ . 

Решить самостоятельно: 

9.2.6. При каких значениях параметра т уравнение 
22 232 −− −=+ xmmx  не имеет корней? 

9.2.7. При каких значениях параметра а уравнение 
2)744(log 22

22 =++−+ aax
x

 имеет ровно один корень? 

9.2.8. При каких значениях параметра а прямая 223 aay −=  не имеет 
общих точек с графиком функции xaxy cossin2 += ? 

Задания с полным ответом. Повышенный уровень ( 53, CC ) 

Пример 1. Найти все значения х такие, что при любом значении па-
раметра а, не принадлежащем промежутку [1; 3], выражение ax 62 +  

не равно выражению 15)22( +− xa . 

Решение. 

1) Найдем сначала те значения параметра а, при которых данные
выражения равны, то есть уравнение 

152262 +−=+ xaxax  (1) 

имеет хотя бы одно решение. 
В уравнении (1) уединим параметр, то есть перенесем все члены 

с параметром в одну часть, а все остальные – в другую: 

).3(21522 −=−− xaxx  (2) 

В уравнении (2) разложим на множители левую часть: 
).3(2)5()3( −=+− xaxx  (3) 

1) Если 3=x , то уравнение (3) превращается в верное числовое
равенство, то есть число 3 входит и в решение уравнения (3), и в ре-
шение уравнения (1) при любом значении параметра а. 

2) Если 3≠x , то разделим левую и правую часть уравнения (3)
на выражение 3−x : ax 2)5( =+ (4)

130



Уравнение (4) имеет решение при любом значении параметра а, 
в том числе и для значений, указанных в условии: 

);3[)1;( ∞+∪−∞∈a . 

Учтем теперь границы изменения параметра. Так как из (4) сле-

дует, что 
2

5+
=

x
a , то













≥
−<

⇔
≥

+

<
+

.1

,3

,3
2

5

,1
2

5

x

x

x

x

Таким образом, при любом значении параметра а, не принадле-
жащем промежутку [1; 3], выражение ax 62 +  равно выражению 

15)22( +− xa , следовательно, эти выражения не равны для всех 
остальных значений х, входящих в область определения уравнения 
(1), условие задачи выполняется. 

Ответ: [-3; 1). 

Пример 2. Найти все значения параметра с, при каждом из которых 
система уравнений  





=−+
+−+−=+−

.432

,8519961022
22

23422

yxyx

cccyxyx (1) 
(*) 

(2) 

имеет хотя бы одно решение. 
Решение. 
Левые части уравнений (1) и (2) системы (*) представляют собой 

однородные функции, но ни одно из уравнений не является однород-
ным. Для того, чтобы решить такую систему, нужно получить одно-
родное уравнение. Для этого нужно уравнение (1) умножить на 4, а 
уравнение (2) – на правую часть уравнения (1) и из первого уравне-
ния вычесть второе. Введем новую переменную: 

,851996 234 tccc =+−+−  

тогда система (*) после указанных преобразований будет иметь вид: 





=−+
=+++−−

.432

,0)340()28()8(
22

22

yxyx

ytxytxt
 

(3) 
(**) 

(4) 

Уравнение (3) – однородное. Решаем его стандартным способом. 
Так как при 0=x  0=y , но эта пара значений не является решением 
уравнения (4) системы (**), то разделим обе части (3) на у: 
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0)340()28()8(

2

=+++−







− t

y

x
t

y

x
t  (5) 

Пусть z
y

x
= , тогда уравнение (5) будет иметь вид:

0)340()28()8( 2 =+++−− tztzt  (5) 

Для того, чтобы уравнение имело корни, нужно, чтобы четверть 
дискриминанта была неотрицательна: 

,304244)340()8()4(
4

1 22 −+=+−−+= tttttD  

.0304244 2 ≥−+ tt  (6) 

Разделим на 4 обе части уравнения (6): 

.07662 ≥−+ tt  (7) 

Решение неравенства (7): );853[]853;( ∞++−∪−−−∞∈t . 

Обратим внимание на то, что из уравнения (1) системы (*) сле-
дует, что левая часть 09)2(1022 222222 >+++−=+− yxyxyxyxyx  

(значение 0 исключается, так как ранее было доказано, что пара (0; 0) 
не является решением системы), поэтому и правая часть положитель-
на: 0>t . Но в этом случае из решения неравенства (7) нужно взять 
только промежуток );853[ ∞++− . 

Вернемся к замене: 
,853851996 234 +−≥+−+− ccc  

,01696 234 ≥−+− ccc  

,04)3( 222 ≥−−cc  

,0)43()43( 22 ≥+−−− cccc  (8) 

Дискриминант второго квадратного трехчлена неравенства (8) 
отрицателен, поэтому 0432 >+− cc , тогда неравенство (8) сводится к 
следующему: 

,0)4()1( ≥−+ cc (9) 

Откуда решение: );4[]1;( ∞+∪−−∞∈c . 
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Ответ: данная система имеет хотя бы одно решение при 

);4[]1;( ∞+∪−−∞∈c . 

Решить самостоятельно: 

9.2.9. Найти все значения х такие, что при любом значении параметра 
а, не принадлежащем промежутку (0; 2], выражение ax +2  не равно 
выражению 7)6( +− xa . 

9.2.10. Найти все значения а, для которых при каждом х из проме-
жутка (-1; 1] значение выражения xx a 4516 ⋅+  не равно значению вы-
ражения 14)1(5 +⋅++ xa . 

9.2.11. Найти все значения а, для которых при каждом х из проме-
жутка (3; 9] значение выражения 7log2 2

3 −x  не равно значению вы-
ражения xa 3log)1( + . 

9.2.12. Найти все значения параметра а, при которых неравенство 
07sin)3(2sin2 >++−= axaxa  выполняется для любых значений х. 

9.2.13. Найти все значения а, при которых область определения 

функции ( ) 5,025,0log43log238264 2)()()(
−−++ −−⋅+= aaxaxxay

axx x

не содержит двузначных натуральных чисел. 
9.2.14. Найти все положительные значения параметра т, при которых 
число 2 не входит в область определения функции 

4 101152 2

1

++ −
=

mxxxm mm

y . 

9.2.15. Найти все положительные значения параметра а, при которых 
число 1 принадлежит области определения функции 

( ) 5,0
652 2 xxaax aay ++ −= .

9.2.16. Найти все значения b, при каждом из которых система уравне-

ний 




+−+−=++
−−−

1051244542

,832
23422

22

bbbyxyx

yxyx имеет хотя бы одно 

решение. 
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Глава 10 

Геометрия 

При решении задач по геометрии, а по стереометрии в особен-
ности, чертеж имеет большое, а иногда и решающее значение. Часто 
именно чертеж позволяет лучше понять условие задачи и подсказать 
способ ее решения. 

При выполнении чертежа по возможности рекомендуется учи-
тывать заданные соотношения между элементами фигур. С другой 
стороны, полезно помнить, что некоторые из фигур, указанные в ус-
ловии, можно совсем не изображать на чертеже. Так, на черте же, как 
правило, не изображают сферу, вписанную в многогранник или опи-
санную вокруг него. Достаточно отметить на нем только центр этой 
сферы, выявив особенности его расположения, обусловленные дан-
ными в задаче условиями. Рисунок конуса или цилиндра часто заме-
няют их осевыми сечениями и т. п. 

10.1. Планиметрия 

Элементы планиметрии 

Произвольный треугольник 
a, b, c – стороны; 
α, β, γ, - противолежащие им углы; 
p – полупериметр; 
R – радиус описанной окружности; 
r – радиус вписанной окружности; 
S – площадь; 
h a  – высота, проведенная к стороне а. 

aha
2
1

S  )cp)(bp)(ap(pS 

sinbc
2
1

S  cosbc2cba 222  (теорема косинусов)

R4
abc

S  ;     prS  R2
sin

c
sin

b
sin

a



(теорема синусов) 

Следует иметь в виду, что: 
а) центр окружности, вписанной в треугольник, находится в 

точке пересечения биссектрис треугольника; 

с b 

a 
β 

γ 

α 

ha 
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б) центр окружности, описанной около треугольника, находится 
в точке пересечения серединных перпендикуляров сторон треуголь-
ника;  

в) медианы треугольника пересекаются в одной точке, которая 
делит каждую медиану в отношении 2:1, считая от вершины. 

Прямоугольный треугольник 

a, b – катеты; 
с – гипотенуза; 
ас, bс – проекции катетов на гипотенузу. 

ba
2
1

S  ; ;chc
2
1

S 

;)cba(
2
1

r  c
2
1

R  . 

Центр описанной окружности находится на середине гипотенузы. 
222 bac  (теорема Пифагора) 

cc
2 bah  caa c

2  c
2 bcb 

;
c
a

sin  ;
c
b

cos 
b
a

tg 

Отсюда следует, что: 
а) в прямоугольном треугольнике синус угла  равен отношению 

противолежащего этому углу катета к гипотенузе; 
б) в прямоугольном треугольнике косинус угла  равен отноше-

нию прилежащего этому углу катета к гипотенузе; 
в) в прямоугольном треугольнике тангенс угла  равен отноше-

нию противолежащего этому углу катета к прилежащему катету. 

Равносторонний треугольник 

4
3a

S
2

 ; 
6

3a
r  ; 

3
3a

R  ; r2R 

2
3a

chbhah  – высоты

hc 
a 

ac 

b 

bc 
  с 

а 

а 

а 
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Параллелограмм 

a и b – смежные стороны; 
α – угол между ними; 
d1  и d 2  – диагонали; 
φ – угол между ними; 

ah – высота, проведенная к стороне а; 
S – площадь. 

chaS  ; sinbaS  ; 

sindd
2

1
S

21
 ; )(2 222

2
2
1 badd 

Ромб 

21 dd
2

1
S 

22
2

2
1 a4dd 

sinaS 2

haS 

Прямоугольник 

S = a·b; 

21 dd  . 

Внутренние углы прямые. 

Квадрат 

d – диагональ 

S = a 2 ; 

2d
2

1
S 

d2

d1

а 

b 

d2 d1 
b ha 

a 
 

 

а 

а 

а 

а 

d2d1

h 

 

d

а 

а а 

а 
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Трапеция 

a и b – основания, 
 h – высота,  
L – средняя линия,  
d1  и d 2  – диагонали; 
 φ – угол между диагоналями 

h
ba

S
2


 ; hLS  ;    sin

2
1

21ddS

Описанный многоугольник 

p – полупериметр,

r – радиус вписанной окружности

S = pr

Правильный многоугольник (все стороны и углы равны) 

3Ra3 

2Ra
4


Ra
6


rpran
2

1
S n 

Окружность, круг

C – длина окружности; 

r – радиус;  

S – площадь круга; 

С = 2π r; S = π r 2 . 

а 

b 

h 

d1 

d2 

φ L 

r 

r  R   

а 

r
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Сектор

L – длина дуги, ограничивающей сектор;  S – площадь сектора; 
nº - градусная мера центрального угла;  
α – радианная мера центрального угла 





 r

180

nr
L

0

0





 2

0

02

r
2

1

360

nr
S

Решение задач 

Треугольник. Вписанная и описанная окружность 

Пример 1. Окружность, вписанная в равнобедренный треуголь-
ник АВС с основанием АC, касается сторон АВ и ВС в точках К и М 
соответственно. Найдите  КМ, если АК = 6 м, КВ = 12 м. 

Дано: треугольник АВС,  
АВ = ВС, АК = 6 м, ВК = 12 м,
К, М  и Т  – точки касания  
вписанной окружности. 

Найти: КМ. 

Решение. 

1. По условию,  ВС + АВ = 6  + 12 = 18 (м).
2. ВМ = ВК = 12 м (отрезки касательных, проведенных из одной

точки), следовательно,  AK = CM = 18 – 12 = 6 (м). 
3. АТ = АК = 6 м, СТ  = СМ = 6 м (отрезки касательных, прове-

денных из одной точки), следовательно, АС = 6 + 6 = 12 (м). 
4. ∆КВМ  ~  ∆АВС (В -  общий, ВК : АВ = ВМ : ВС),  следова-

тельно,  КМ : АС = ВК : АВ, т.е. КМ : 12 = 12 : 18, отсюда   КМ = 8 (м). 

Ответ: 8 м. 

Пример 2. Две стороны треугольника равны а и b, а медиана, 
проведенная к третьей стороне, равна с.  

1) Вычислить площадь треугольника.
2) Вычислить третью сторону треугольника.

 

r 

A 

B 

K M 

T 
C 
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Дано: треугольник  АВС; 
АВ = а, ВС = b; АО = ОС, ВО = с. 

Вычислить: 1) S АВС ;  2) АС.

Решение. 

1) Так как медиана ВО делит сторону АС на две равные части,
то, очевидно, при повороте треугольника ВОС на 180 вокруг точки О 
получается треугольник ABD, равновеликий данному, так как при 
повороте треугольник ВОС переходит в равный ему треугольник 
DАО, следовательно, S3 = S1.  

В треугольнике ABD известны все три стороны:  
АВ = а, AD = ВС = b, BD = 2 BO = 2c – поэтому его площадь можно 
вычислить по формуле Герона: 

)()()( ADpBDpABppS  , где 
2

2cba
p


 . 

Таким образом,  )2()()( cpbpappS

.
4

))(4()4)((

2
2

2
2

2
2

2
2

2222 baccba

cbabcaacbcba


















Замечание. В подобных задачах вместо поворота производят 
равносильное преобразование: удлиняют вдвое  медиану и получают 
точку D, затем треугольник  ABD. Этим способом всегда можно ре-
шить задачу нахождения площади треугольника по двум сторонам и 
медиане, проведенной к третьей стороне. Способ работает также и в 
некоторых других задачах, связанных с медианой треугольника. 

2) Вычислим теперь сторону АС, дважды применив теорему ко-
синусов. 

 Из  ABD: 

Dbccba  cos44 222 , откуда  
bc

acb
D

4
4

cos
222 

 . 

Из  AОD: 

2
2

4
4

2cos2
222222

22222 cba

bc

acb
bccbDbccbAO







S1 
S2 

S3 

О 

А D 

С B 
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Итак, 222
222

422
2

2
22 cba

cba
AOAC 


 . 

Задачи для самостоятельного решения: 

10.1.1. В треугольнике две стороны равны 11 и 23 и медиана третьей 
стороны 10. Найти третью сторону. 
10.1.2. В треугольнике одна из сторон равна 26 дм, а ее медиана равна 
16 дм. Определить две другие стороны этого треугольника, если они 
относятся как 3:5. 
10.1.3. Определить площадь треугольника, если две стороны его со-
ответственно равны 27 см и 29 см, а медиана, проведенная к  третьей 
стороне, равна 26.  
10.1.4. Стороны треугольника равны 25 см, 24 см и 7 см. Найти ради-
ус вписанного и описанного кругов.    
10.1.5.Стороны треугольника 20, 34 и 42 см. Найти площадь вписан-
ного прямоугольника, если известно, что его периметр равен 45 см. 
10.1.6. В окружность с центром в точке О вписан треугольник MPK , 
в котором M = 65, Р = 70. Найти площадь треугольника POM, 
если сторона PM равна 22.    
10.1.7. Окружность с центром О вписана в треугольник MPK со сто-
ронами PK = 7, MP = 8, MK = 13. Найти градусную меру угла MOK.    

Равнобедренный треугольник 

Пример 3. Боковая сторона равнобедренного треугольника рав-
на 4а см, а медиана, проведенная к боковой стороне, равна 3а см. 
Найти основание треугольника.    

Дано:  ABC; 
AB = BC = 4a; 
CO – медиана; СO = 3a. 

Вычислить: AC. 

 
 

 
 A 

B 

C 

O 
M 

N 

P 

D 

Решение. Так же, как и в примере 
2 (см. раздел «Треугольник. Вписанная 
и описанная окружность»), попробуем 
продолжить медиану СО за точку О на 
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ее длину. Получим треугольник BCD. Но в  BCD известны только 
две стороны: BC = 4a и DC = 6a, поэтому решить этот треугольник 
невозможно (сравните с примером 2: в нем медиана была проведена к 
неизвестной стороне, а в данном случае – к известной  АВ = 4a ). 

Воспользуемся свойством медиан: в треугольнике все медианы 
пересекаются в одной точке, которая делит каждую из них в отноше-
нии 2 : 1, начиная от вершины. Проведем еще одну медиану: BP. 
Пусть N – точка пересечения медиан, тогда CN : NO =  2 : 1, то есть 
CN = 2а,  NO = a. 

Так как СО – медиана, то AO = 0,5 AB = 2a. 
Треугольник АВС – равнобедренный, поэтому медиана BP ле-

жит на срединном перпендикуляре к отрезку АС, а так как точка N 
принадлежит серединному перпендикуляру, то  AN = NC = 2a. Таким 
образом, треугольник AON – тоже равнобедренный (AO = AN). Его 
высота АМ  является и медианой, значит, делит сторону ON пополам: 
OM = MN = 0,5 a. 

Из треугольника АОМ , по теореме косинусов, 

25,0
2

5,0
cos 

a

a
AOM , а из треугольника АОС, по теореме косину-

сов, 
10394cos2 2222 aaaaAOMOCAOOCAOAC  . 

Ответ: АС = 10a . 

Замечание. Решение задачи оказалось возможным только пото-
му, что получился равнобедренный треугольник AON. Легко видеть, 
что не при любых длинах отрезков АВ и ОС треугольник AON оказы-
вается равнобедренным. Значит, примененный способ решения нельзя 
обобщить на все задачи, в которых известна боковая сторона равно-
бедренного треугольника и ее медиана. 

Задачи для самостоятельного решения: 

10.1.8. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 6 см, 
высота – 4 см. Найти радиус описанного круга.     
10.1.9. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 5, а 
угол при основании равен 30°. Определить диаметр описанной ок-
ружности.  
10.1.10. Найти основание равнобедренного треугольника, площадь 
которого равна 25 см 2 , а углы α при основании таковы, что tgα = 4. 
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10.1.11. Боковая сторона равнобедренного треугольника равна 4 см, а 
медиана, проведенная к боковой стороне, равна 3 см. Найти основа-
ние треугольника. 
10.1.12. В равнобедренном треугольнике основание равно 30 см, а 
высота 20 см. Найти высоту, опущенную на боковую сторону. 
10.1.13. В равнобедренном треугольнике боковая сторона делится 
точкой касания со вписанной окружностью в отношении 8:5, считая 
от вершины, лежащей против основания. Найти основание треуголь-
ника, если радиус вписанной окружности равен 10. 

Прямоугольный треугольник. 

Пример. На катете АС прямоугольного треугольника АВС К как 
на диаметре построена окружность, пересекающая гипотенузу АВ в 
точке М. Найти наибольшее возможное значение площади треуголь-
ника АСМ, если  АС = 3, ВС = 1. 

Дано:  АВС – прямоугольный; 
А, С, М – точки окружности; 
АС – диаметр окружности; 
АС = 3, ВС = 1. 

Найти: min (S АВС).

Решение. 
Рассмотрим треугольник АСМ. Так как АС – диаметр окружно-

сти, проходящей через точку М, то  АМС – прямой, следовательно, 

СМ – высота. Тогда 1022  BCACAB , 
10

3





AB

CBAC
CM . 

Пусть АМ  = х, тогда xxABBM  10 . 
Известно, что высота прямоугольного треугольника, проведен-

ная к гипотенузе, есть среднее геометрическое отрезков гипотенузы, 
на которые делит гипотенузу основание высоты. Следовательно, 

BMAMCM  . 

 Получаем следующее уравнение: 
10

3
)10(  xx . 

Возведем обе части в квадрат и после преобразований получим 
равносильное квадратное уравнение: 09101010 2  xx . Это урав-

А В 

С

М 
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нение имеет два различных действительных положительных корня: 

10

1
1 x , 

10

9
2 x . 

При 
10

1
1 x получаем 15,0

10

1

10

3

2

1
ACMS .

При 
10

9
2 x  площадь этого же треугольника равна 1,35. 

Так как 1,35 > 0,15, то это и есть наибольшее возможное значе-
ние площади. 

Ответ: 1,35. 

Задачи для самостоятельного решения: 

10.1.14. В прямоугольный треугольник с углом 30° вписан квадрат 
так, что прямой угол у них общий и все вершины квадрата лежат на 
сторонах треугольника. Найти длину большего катета, если длина 
стороны квадрата 3,5( 3 -1).   
10.1.15. В прямоугольный треугольник с катетами а и b вписан квад-
рат, имеющий с треугольником общий прямой угол. Найти периметр 
квадрата.    
10.1.16. Один из катетов прямоугольного треугольника равен 15 см, а 
проекция другого катета на гипотенузу равна 16 см. Найти радиус ок-
ружности, вписанной в треугольник.    
10.1.17. В прямоугольном треугольнике, катеты которого равны 10 и 
15, вписан квадрат, имеющий с ним один общий угол. Найти пери-
метр квадрата.    
10.1.18. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 10, а проек-
ция меньшего катета на гипотенузу 3,6. Найти радиус окружности, 
вписанной в этот треугольник.   
10.1.19. В прямоугольном треугольнике точка касания вписанной ок-
ружности делит гипотенузу на отрезки 24 и 36 см. Найти катеты.    
10.1.20. Периметр прямоугольного треугольника равен 60 см, а высо-
та, проведенная к гипотенузе, равна 12 см. Найти стороны треуголь-
ника. 
10.1.21. Треугольник ABC – прямоугольный с прямым углом С. Бис-
сектриса BL и медиана CM пересекаются в точке K. Найти отношение 
LK : BK, если известно, что  MK : CK = 5:6.    
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Параллелограмм. Ромб. Квадрат 

Пример. Диагонали параллелограмма ABCD пересекаются в 
точке О. Радиус окружности, описанной около треугольника ABD, ра-
вен 63 . Найти радиус окружности, описанной около треугольника 
AOD, если  ABD = 45, а  ACD = 75. 

Дано: ABCD – параллелограмм; 
A, B, D точки окружности О1; 
R1 = 63 ;  ABD = 45,   ACD = 75;
A, О, D точки окружности О2. 

Найти R2 . 

Решение.  ВАС =  АСD = 75, тогда 
AOD =  ABO + BAO = 45 + 75 = 120.

Из  BAD по следствию из теоремы синусов имеем: 12
sin

R
ABD

AD



, 

откуда 36
2

2
632 AD . 

Из  AOD по следствию из теоремы синусов 22
120sin

R
AD




; 

22
3

236
R

 , поэтому R2 = 6. 

Ответ: 6. 

Задачи для самостоятельного решения: 

10.1.22. Найти площадь параллелограмма, у которого высоты равны 5 
и 6 см, а угол между ними равен 30°.    
10.1.23. В параллелограмме ABCD угол BAD равен 120. Биссектриса 
угла ADC пересекает прямую AB в точке Е. В треугольник ADE впи-
сана окружность с центром в точке О. Найти периметр треугольника 
ADE, если 347 AO .    
10.1.24. Высота ромба 10 см, а величина тупого угла 150°. Найти 
площадь ромба. 
10.1.25. Периметр ромба 200, а диагонали относятся как 3:4. Опреде-
лить площадь ромба.   

B C

O 

D A 

45 75 
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10.1.26. В ромб с острым углом 30° вписана окружность радиуса 4. 
Найти площадь ромба.    
10.1.27. Найти диагонали ромба со стороной 5 см, если радиус впи-
санного в него круга равен 2,4 см.    
10.1.28. В квадрат вписан прямоугольник так, что на каждой стороне 
квадрата находится одна вершина прямоугольника и стороны прямо-
угольника параллельны диагоналям квадрата. Определить стороны 
этого прямоугольника, зная, что одна из них вдвое больше другой и 
что диагональ квадрата равна 12 м.    
10.1.29. Через точку пересечения диагоналей квадрата проведены две 
взаимно перпендикулярные прямые, составляющие с пересекаемыми 
сторонами квадрата угол в 60. Найти площадь четырехугольника, 
вершинами которого являются точки пересечения этих прямых со 
сторонами квадрата, если сторона квадрата равна 3.    

Трапеция 

Пример. В трапеции большее основание равно 25, одна из боко-
вых сторон равна 15. Известно, что одна из диагоналей перпендику-
лярна заданной боковой стороне, а другая делит угол между заданной 
боковой стороной и нижним основанием пополам. Найти площадь 
трапеции. 

Дано: ABCD – трапеция; 
AD = 25; AB = 15;  
 ABD = 90;  ABC = CAD;

Найти ABCDS . 

Решение.  
BCA = CAD как внутренние накрестлежащие углы при па-

раллельных прямых BC и AD, следовательно,  АВС - равнобедрен-
ный: ВС = АВ = 15. AAABBM sin15sin  . 

AABM
ADBC

SABCD sin300sin15
2

1525

2






 . 

Из  ABD: 8,0
5
4

cos1sin
5
3

25
15

cos  AA
AD

AB
A . 

Следовательно, ABCDS  = 2408,0300  . 

Ответ: 240. 
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Задачи для самостоятельного решения: 

10.1.30. Около окружности описана равнобочная трапеция, средняя 
линия которой равна 5, а синус острого угла при основании равен 0,8. 
Найдите площадь трапеции.    
10.1.31. Углы при основании трапеции равны 90° и 30°, одно основа-
ние в 2 раза больше другого и равно 24. Найти площадь трапеции  
10.1.32. Около круга радиуса 2 см описана равнобочная трапеция с 
площадью 20 см 2 . Найти стороны трапеции.    
10.1.33. В равнобедренной трапеции длина средней линии 5, а диаго-
нали взаимно перпендикулярны. Найти площадь трапеции.    
10.1.34. Основания равнобочной трапеции равны 13 и 17. Найти пло-
щадь трапеции, если ее диагонали взаимно перпендикулярны.     
10.1.35. Основания трапеции 30 и 12 см, диагонали 20 и 34 см. Найти 
площадь трапеции.    
10.1.36. Вычислить площадь трапеции, параллельные стороны кото-
рой содержат 16 см и 44 см, а непараллельные – 17см и 25 см.    

Окружность, касательная, секущая 

Пример. Из точки проведены к окружности две касательные. 
Расстояние от этой точки до каждой из точек касания равно 5. Найти 
радиус окружности, если расстояние между точками касания равно 6. 

Дано: ),( OBO  - окружность; 
АВ, АС – касательные; 
В, С – точки касания; 
ВС = 6; АВ = АС = 5. 

Найти: ОВ. 

Решение.  

1) 3,  KCBKABOB . 

2) 435: 22222  AKABAKAKB . 

3) ,: 2 AKOKBKAOB 
4

1
6

4

1
24,

4

9
 AOOK . 

4) 75,3
4

15

4

25

4

9
 OAOKOB . 

Ответ: 3,75. 
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 Задачи для самостоятельного решения: 

10.1.37. Из точки А к окружности проведены две касательные, обра-
зующие угол в 60 и касающиеся окружности в точках В и С. Третья 
касательная к данной окружности, параллельная ВС, отсекает от тре-
угольника АВС меньший треугольник. Найти периметр меньшего 
треугольника, если периметр треугольника АВС равен 10,5.  
10.1.38. В окружности проведены хорда MN длины 311  и диаметр 
МР. В точке N проведена касательная к окружности, пересекающая 
продолжение диаметра МР за точку Р в точке Q под углом 30. Найти 
PQ. 
10.1.39. Из точки В к окружности проведены касательные ВР и ВQ (P 
и Q – точки касания). Найти длину хорды PQ, если длина отрезка ВР 
равна 40, а расстояние от центра окружности до хорды PQ равно 18. 
10.1.40. Найти радиус окружности, вписанный в сектор радиуса 6 и 
периметра 12 + 2π. 

10.2. Стереометрия 

Основные пространственные фигуры и соотношения 

Пирамида 

V – объем пирамиды; 
S – площадь основания; 
SO = h – высота; 

hSV 
3

1
. 

Пирамида называется правильной, если ее основанием является 
правильный многоугольник, а высота проходит через его центр. 

Р – периметр основания; бокS – площадь боковой поверхности; 

SK = l – апофема; lPSáîê 
2

1
. 

Если все боковые ребра пирамиды равны, то: 
1) боковые ребра образуют с плоскостью основания равные уг-

лы; 
2) вершина пирамиды проектируется в центр описанной около

основания окружности. 
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Если все боковые грани пирамиды образуют с плоскостью осно-
вания равные углы, то: 

1) равны апофемы всех боковых граней;
2) вершина пирамиды проектируется в центр окружности, впи-

санной в основание. 
Если высота треугольной пирамиды проектируется в точку пе-

ресечения высот основания, то противоположные ребра пирамиды 
взаимно перпендикулярны. 

Тетраэдр – это пирамида, все грани которой равносторонние 
треугольники. 

Усеченной пирамидой называется часть пирамиды, заключенная 
между основанием и секущей плоскостью, параллельной основанию. 

V – объем пирамиды; 
S1  и S2  – площади оснований; 

h – высота;  21213

1
SSSShV  

Р1  и Р 2  – периметры оснований; 

 
212

1
PÐlS

áîê
 ,  l – апофема. 

Призма 

Призмой называется многогранник, поверхность которого со-
стоит из двух равных многоугольников, расположенных в параллель-
ных плоскостях (оснований) и параллелограммов (боковых граней), 
число которых равно числу сторон основания. 

V - объем призмы; 
S - площадь основания; 
h - высота; V = S·h. 
Р - периметр основания; 

бокS = P·h. 

Призма называется прямой, если ее боковые ребра перпендику-
лярны плоскостям оснований. 

Прямая призма называется правильной, если в ее основаниях 
лежат правильные многоугольники.  

O 

O1

О 

О1 
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 Если основания прямой призмы – прямоугольники, то она – 
прямоугольный параллелепипед.      
a, b, c – длины ребер;  d – диагональ;  
V = abc; 2222 cbad  . 

Куб – это прямоугольный параллелепипед, у которого все ребра 
равны. 

Цилиндр 

   h – высота цилиндра; 
  R – радиус основания; 
  V = πR2 h;  S = 2πRh 

Конус 

V = 
3

1  πR2 h    

RlSбок 
)( lRRSпол     

Сфера 

Геометрическое место точек пространства, равноудаленных от 
заданной, называется сферой. 

Фигура, ограниченная сферой, называется шаром. 

V = 
3

4  πR 3     

S = 4πR 2

Пример 1. В пирамиде КАВС ребро KB перпендикулярно плос-
кости основания. Угол между плоскостями АСК и АВС равен 45°, 
АСВ = 90°, АВ = 13, АС = 12. Найти высоту пирамиды.

 

  
 

 

 

R 

S 

h 
l 

R О 

R 

h 
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Дано: пирамида КАВС, KBАВС,   АCB = - 90°,  АВ = 13, 
АС =12; угол между плоскостями  ABC и АКС равен 45°. 

Найти: высоту пирамиды. 

Решение. 1. KBАВС, КС – наклонная, 
ВС – проекция КС. Так как ВСАС, то 
КСАС (теорема о трех перпендикулярах). 

2.BCAC и КСАС, следовательно,
BCК – линейный угол двугранного угла
при ребре АС, поэтому BCK = 45°.

В треугольнике АВС: ВС 2  = АВ 2  - АС 2 ,
т. е. ВС = 5. 

KBABC, следовательно, KB – высота 
пирамиды и KBВС. Так как BCK = 45°, то KB = ВС = 5. 

Ответ: 5. 

Пример 2. Диаметр основания конуса равен 6 м, образующая 
наклонена к плоскости основания под углом 60°. Найти площадь опи-
санной около конуса сферы. 

Дано: конус, угол наклона образующей ВС к плоскости основа-
ния равен 60°. АВ = 6 м. 

Найти: S сф . 

Решение. Центр описанной сферы лежит на оси конуса, т. е. 
О1   ОС. СО перпендикулярна плоскости основа-
ния, следовательно, ОВ – проекция ВС, а значит, 
OBC=60° (определение угла между прямой и
плоскостью).

Рассмотрим осевое сечение конуса –
треугольник ABC. Так как О1   ОС, то О1 С –
 радиус описанной сферы. 

В треугольнике АВС: АС=ВС (образующие 
конуса), следовательно,А=В=60°, тогда  

С=60° и АС=ВС=АВ=6 м.
В правильном треугольнике АВС:

K
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)(32
3

36
3

3
1 мAB
COR 

. 
Найдем площадь сферы:  

)(48)32(44 222 мRS  

Ответ: 48π м 2 .

Задачи для самостоятельного решения: 

10.2.1. Радиус основания конуса равен 15 см, угол при вершине осе-
вого сечения конуса равен 60°. Найти объем конуса. 
10.2.2. Образующая конуса равна ℓ и наклонена к плоскости основа-
ния под углом α. Найти площадь полной поверхности конуса и пло-
щадь боковой поверхности его. 
10.2.3. Образующая конуса ℓ составляет с плоскостью основания угол 
60°. Найти объем конуса. 
10.2.4. Радиус основания конуса равен r, угол между образующей и 
плоскостью основания конуса равен 30°. Найти объем конуса. 
10.2.5. Площадь боковой поверхности конуса S. Образующая этого 
конуса равна ℓ. Найти угол между образующей конуса и его высотой. 
10.2.6. Осевым сечением конуса служит равнобедренный треугольник 
с площадью, равной 9. Найти объем конуса, если треугольник являет-
ся прямоугольным. 

10.2.7. Образующая конуса равна 


12  . Найти площадь полной 

поверхности конуса, если угол при вершине осевого сечения конуса 
прямой. 
10.2.8. Разность между образующей конуса и радиусом его основания 
равна 1, а угол между ними 60°. Найти объем конуса. 
10.2.9. Диагональ осевого сечения цилиндра равна m и составляет с 
плоскостью основания угол α. Найти боковую поверхность цилиндра. 
10.2.10. Найти диагональ осевого сечения цилиндра, если объем ци-
линдра 120 ед 3 , а боковая поверхность равна 60 ед 2 . 
10.2.11. Высота цилиндра равна длине окружности его основания. 
Найти объем цилиндра, если площадь боковой поверхности цилиндра 
равна 3 22304 . 
10.2.12. Высота цилиндра равна длине окружности основания. Найти 
диаметр основания, если объем цилиндра равен 432 2 .
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10.2.13. Цилиндр, высота которого равна 20 м, пересечен плоскостью, 
параллельной оси цилиндра и отстоящей на расстоянии 5 см от оси. 
Секущая плоскость отсекает от окружности сектор в 120°. Найти 
площадь боковой поверхности цилиндра. 
10.2.14. Цилиндр пересечен плоскостью, перпендикулярной к осно-
ванию и отсекающей на окружности дугу α. Диагональ сечения равна 
d и составляет с основанием угол β. Найти объем цилиндра. 
10.2.15. Развертка боковой поверхности цилиндра представляет собой 
квадрат, площадь которого равна 76 . Найти площадь основания ци-
линдра. 
10.2.16. В основании прямой призмы лежит параллелограмм со сто-
ронами a и b и острым углом α. Высота призмы равна большей диа-
гонали параллелограмма. Найти объем призмы. 
10.2.17. Диагональ правильной четырехугольной призмы 20 см и на-
клонена к боковой грани под углом 30°. Найти площадь боковой по-
верхности призмы. 
10.2.18. Определить объем правильной четырехугольной призмы, ес-
ли ее диагональ образует с плоскостью боковой грани угол 30°, а сто-
рона основания равна 5 см. 
10.2.19. Найти объем правильной шестиугольной призмы, если из-
вестно, что ее самая большая диагональ имеет длину 8 см и составля-
ет с боковым ребром призмы угол 30°. 
10.2.20. В прямом параллелепипеде стороны основания равны 3 и 6 и 
образуют угол 30°. Боковая поверхность равна 24. Найти объем па-
раллелепипеда. 
10.2.21. Диагональ прямоугольного параллелепипеда составляет с 
плоскостью основания угол α =30°, а с большей боковой гранью угол 
β = 45°. Найти объем параллелепипеда, если площадь его основания 
равна 32 см 2 . 
10.2.22. В прямом параллелепипеде основанием служит ромб, острый 
угол которого равен 2α, а меньшая диагональ «d». Высота параллеле-
пипеда равна стороне ромба. Найти объем параллелепипеда. 
10.2.23. Основанием прямого параллелепипеда служит ромб с острым 
углом α. Найти объем параллелепипеда, если α=60°, большая диаго-
наль ромба 8 см, а большая диагональ параллелепипеда 10 см. 
10.2.24. Основанием прямой призмы служит равнобедренный тре-
угольник, основание которого равно 3 12  , а угол при нем равен
45°. Найти объем призмы, если ее боковая поверхность равна сумме 
площадей оснований. 
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10.2.25. Найти объем прямого параллелепипеда, зная, что высота его 
равна 3 , диагонали его составляют с основанием углы 45° и 60° и 
основанием служит ромб. 
10.2.26. Основанием прямого параллелепипеда служит ромб со сто-
роной 6, угол между плоскостями двух боковых граней 60°. Большая 
диагональ параллелепипеда составляет с плоскостью основания 45°. 
Найти объем параллелепипеда. 
10.2.27. Диагональ квадрата, лежащего в основании правильной че-
тырехугольной пирамиды, равна ее боковому ребру и равна 3 . Най-
ти объем пирамиды. 
10.2.28. Найти объем правильной четырехугольной пирамиды, если 
сторона ее основания равна 3 , а двугранный угол при основании 
равен 60°. 
10.2.29. Найти полную поверхность правильной четырехугольной пи-
рамиды, если плоский угол при вершине её равен 60  , а радиус круга, 
описанного около основания, R= 3 . 
10.2.30. В правильной четырехугольной пирамиде диагональ основа-
ния равна ее боковому ребру. Найти объем пирамиды, если ее боко-
вое ребро равно 3  см. 
10.2.31. Найти полную поверхность правильной треугольной пирами-
ды, у которой боковое ребро равно b и составляет с плоскостью осно-
вания угол 60°. 
10.2.32. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды равно 4 и 
составляет с плоскостью основания угол 60°. Найти объем пирамиды. 
10.2.33. Боковое ребро правильной четырехугольной пирамиды равно 
b и образует с высотой пирамиды угол 30°. Найти объем пирамиды. 
10.2.34. Боковое ребро правильной треугольной пирамиды, равно 
10 см, плоский угол при вершине 120°. Найти полную поверхность 
пирамиды. 
10.2.35. Апофема боковой грани правильной четырехугольной пира-
миды равна 5, а угол между апофемой и плоскостью основания равен 
30°. Найти объем пирамиды. 
10.2.36. Плоский угол при вершине правильной треугольной пирами-
ды равен 90°. Найти отношение боковой поверхности этой пирамиды 
к площади ее основания. 
10.2.37. Центр верхнего основания куба соединен с серединами сто-
рон нижнего основания. Вычислить поверхность образовавшейся пи-
рамиды, если ребро куба равно a. 
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10.2.38. Найти объем правильной четырехугольной усеченной пира-
миды, если ее диагональ равна 18 см, а стороны оснований 14 см и 
10 см. 
10.2.39. Вычислить объем правильного тетраэдра, если радиус ок-
ружности, описанной около его грани, равен R. 
10.2.40. Основание пирамиды – квадрат, ее высота проходит через 
одну из вершин основания. Найти площадь боковой поверхности, ес-
ли сторона основания 20 см, а высота 21 см. 
10.2.41. Найти объем правильной четырехугольной пирамиды, если 
сторона основания 6, а двугранный угол при основании 45°. 
10.2.42. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник с 
катетами 3 см и 4 см. Найти объем пирамиды, если боковое ребро на-
клонено к плоскости основания под углом 30°. 
10.2.43. Основанием пирамиды служит прямоугольный треугольник с 
гипотенузой, равной с, и острым углом α. Все ребра наклонены к 
плоскости основания под углом β. Найти объем пирамиды. 
10.2.44. Сторона основания правильной треугольной пирамиды равна 
1 дм, а ее боковая поверхность составляет 3 дм 2 . Найти объем пира-
миды. 
10.2.45. В треугольной пирамиде все боковые ребра и две стороны 
основания равны b. Угол между равными сторонами основания α. 
Найти объем пирамиды. 
10.2.46. Основание четырехугольной пирамиды – прямоугольник с 
диагональю, равной 2 3 , а углом 60° между диагоналями. Каждое из 
боковых ребер образует с плоскостью основания угол 45°. Найти 
объем пирамиды. 
10.2.47. Сторона основания правильной треугольной пирамиды равна 
1, а ее боковая поверхность 0,5 3 . Найти объем пирамиды. 
10.2.48. Найти объем правильной четырехугольной пирамиды, если 
ее боковое ребро составляет с плоскостью основания угол 45°, а пло-
щадь диагонального сечения равна 36. 
10.2.49. Боковая поверхность правильной треугольной пирамиды в 5 
раз больше площади ее основания. Найти плоский угол при вершине 
пирамиды. 
10.2.50. В конус, осевое сечение которого есть равносторонний тре-
угольник, вписан шар. Найти объем конуса, если объем шара равен 

3

32 см 3 . 
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10.2.51. В конус с образующей, равной 
3

312


 и наклоненной к плоско-

сти основания под углом 60°, вписан шар. Найти объем шара. 
10.2.52. В шар вписан конус. Площадь осевого сечения конуса равна 

3
2

9


, а угол между высотой и образующей равен 45°. Найти объем 

шара. 
10.2.53. В шар вписан конус, высота и радиус основания которого со-
ответственно равны 3 и 3 3 . Найти радиус шара. 
10.2.54. В шар радиуса R вписан конус, образующая которого накло-
нена к плоскости основания под углом α. Найти полную поверхность 
конуса. 
10.2.55. Конус вписан в шар, радиус которого 17. Найти радиус осно-
вания конуса, если угол при вершине его осевого сечения равен 30°. 

10.3. Задания для подготовки к ЕГЭ 

Планиметрия 

10.3.1. Диаметр окружности, описанной около прямоугольного тре-
угольника, равен 2π, тогда длина медианы, проведенной из вершины 
прямого угла, равна 

1) 1; 2) 2π; 3) π; 4) 2; 5) другой ответ.
10.3.2. Диагонали четырехугольника равны 2 и 6. Периметр четырех-
угольника, вершинами которого являются середины сторон данного 
четырехугольника, равен … . 
10.3.3. Площадь треугольника равна 6, радиус вписанной окружности 
удовлетворяет соотношению 020212  rr , тогда полупериметр 
треугольника равен 

1) 6; 2) 12; 3) 4; 4) 3; 5) другой ответ.
10.3.4. В прямоугольном треугольнике внешний угол при основании 
равен 120º, тогда отношение гипотенузы и катета, перпендикулярного 
основанию, равно 

1) 0,5; 2) 
2

2 ; 3) 
3

2 ; 4) 2; 5) другой ответ.

10.3.5. Найти площадь прямоугольного треугольника, если радиусы 
вписанной в него и описанной около него окружностей равны соот-
ветственно 2 м и 5 м. 
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10.3.6. Отношение стороны треугольника к синусу противолежащего 
угла равно 4, тогда радиус окружности, описанной около этого тре-
угольника, равен 

1) решить нельзя; 2) 2π; 3) 1; 4) 4; 5) 2.
10.3.7. В треугольнике АВС сторона АВ = 2, A = 60  B = 80  . На 
стороне АС взята точка D, так что АD = 2, тогда   ДВС (в градусах) 
равен … . 
10.3.8. Боковые стороны трапеции АВСD АВ = 7, СD = 11, а основа-
ния – ВС = 5, АD = 15. Прямая ВК || СD и отсекает от трапеции тре-
угольник АВК, периметр которого равен … . 
10.3.9. Периметр ромба равен 8, высота равна 1. Тогда тупой угол 
ромба (в градусах) равен … . 
10.3.10. Около трапеции АВСD с основанием АD и ВС описана ок-
ружность радиусом 5. Центр описанной окружности лежит на осно-
вании АD. Если основание ВС равно 6, тогда диагональ АС равна … . 
10.3.11. Средняя линия равнобедренной трапеции равна 10. Известно, 
что в трапецию можно вписать окружность. Средняя линия трапеции 
делит ее на две части, отношение площадей которых равно 7:13, то-
гда высота трапеции равна … . 
10.3.12. К окружности, вписанной в равносторонний треугольник со 
стороной, равной 5, проведена касательная, пересекающая две его 
стороны. Периметр отсеченного треугольника равен … . 
10.3.13. Диагональ ВD четырехугольника АВСD является диаметром 
окружности, описанной около этого четырехугольника. Если ВD = 2, 
АВ = 1, ABD:ABD = 4:3, то диагональ АС (ответ округлить до 
ближайшего целого числа) равна … . 
10.3.14. К окружности, вписанной в квадрат со стороной, равной 7, 
проведена касательная, пересекающая две его стороны. Тогда пери-
метр отсеченного треугольника равен … . 
10.3.15. Окружность, построенная на катете АС прямоугольного тре-
угольника АВС, как на диаметре, делит гипотенузу в отношении 1:3, 
считая от вершины С. Тогда ABС (в градусах) равен … . 
10.3.16. Окружность, вписанная в треугольник АВС, касается его сто-
рон АВ, ВС и АС соответственно в точках К, М и N. Если угол 
KMN=50  , то угол АВС (в градусах) равен … .
10.3.17. Около круга описана трапеция, периметр которой равен 12,
тогда средняя линия трапеции равна … .
10.3.18. Боковая сторона равнобедренного треугольника АБС равна
15, а его площадь равна 67,5. К основанию АС и стороне ВС проведе-
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ны высоты BE и АН, пересекающиеся в точке О. Найти площадь тре-
угольника ВОН.  
10.3.19. В правильном шестиугольнике А1 А 2 А 3 А 4 А 5 А 6  сторона 
равна 8 3 . Отрезок ВС соединяет середины сторон А 3 А 4 и А 5 А 6 . 
Найдите длину отрезка, соединяющего середину стороны А1 А 2 с се-
рединой отрезка ВС.  
10.3.20. В параллелограмме ABCD биссектриса угла D пересекает 
сторону АВ в точке К и прямую ВС в точке Р. Найти периметр тре-
угольника CDP, если DK = 18, РК = 24, AD = 15. 
10.3.21. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием АС, вы-
соты BE и СН пересекаются в точке К, причем ВН = 6, КН = 3. Найти 
площадь треугольника СВК. 

Стереометрия 

10.3.22. Дан куб АВСDА1 В1 С1 D1  с ребром, равным 1. Тогда площадь 
сечения этого куба плоскостью, проходящей через вершины С1 , В1  и 
D1 равна:   

1) 3 ; 2) 5 ; 3) 
2

5 ; 4) другой ответ 5)
2

3

10.3.23. Объем правильной треугольной призмы, все ребра которой 
равны 1, равен: 

1) 
2

3 ; 2) 
3

2 ; 3) 
4

2 ; 4) 
4

3 ; 5) другой ответ.

10.3.24. Площадь боковой поверхности правильной четырехугольной 
пирамиды равна 60, апофема равна 5, тогда объем пирамиды равен …  
10.3.25. Площадь основания правильной четырехугольной пирамиды 
равна 6, а боковое ребро наклонено к плоскости основания под углом 
60°, тогда объем пирамиды равен … .      
10.3.26. Высота правильной четырехугольной пирамиды равна 3, 
апофема образует с плоскостью основания угол 60°, тогда площадь 
боковой поверхности пирамиды равна … .      
10.3.27. Объем правильной треугольной пирамиды со стороной осно-
вания, равной а, и углом боковой грани с плоскостью основания, рав-
ным  , равен:     

1) 
6

3 
tga ; 2) 

12
3 
tga ; 3) 

40
3 
tga ; 4) 

24
3 
tga ; 5) другой ответ. 

10.3.28. Высота прямоугольного треугольника АВС, опущенная на 
гипотенузу, равна 9,6. Из вершины прямого угла С восстановлен пер-
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пендикуляр СМ к плоскости треугольника АВС, причем СМ = 28, то-
гда расстояние от точки М до гипотенузы АВ равно:    

1) 29,6; 2) 29,2; 3) 29,1; 4) 29,7; 5) другой ответ.
10.3.29. Апофема правильной треугольной пирамиды равна 2 6    и 
образует с плоскостью основания угол 45°, тогда объем пирамиды 
равен … . 
10.3.30. Объем правильной шестиугольной пирамиды со стороной 
основания, равной а и углом бокового ребра с плоскостью основания, 
равным α, равен:    

1) tga 35,0 3 ; 2) ctga 25,0 3 ; 3) ctga 32 3 ; 4) 5,033 tga ; 
5) другой ответ.

10.3.31. Высота конуса равна 6, а объем равен 144π, тогда площадь 
полной поверхности куба, вписанного в конус, равна … .     
10.3.32. Площадь поверхности сферы, вписанной в конус, равна 100π. 
Длина окружности, по которой сфера касается поверхности конуса, 
равна 6π. тогда радиус основания конуса равен … .     
10.3.33. В конус с радиусом основания 4 и высотой 4 3  вписана тре-
угольная призма, у которой все ребра равны, тогда объем призмы ра-
вен … . 

10.3.34. В шар, объем которого равен 
27

34 3 , вписана правильная че-

тырехугольная пирамида. Если боковое ребро пирамиды равно 17 , а 
высота больше радиуса шара, то объем пирамиды равен    
10.3.35. Площадь основания конуса равна площади поверхности впи-
санного в него шара. Если образующая конуса равна 10, то радиус 
шара равен  
10.3.36. В конус, осевым сечением которого является равносторонний 
треугольник, вписан шар. Если объем шара равен 

3

32 , то объем конуса 

равен … .   
10.3.37. В шар вписан цилиндр. Объем цилиндра равен 24, а площадь 
осевого сечения равна 8 2 . Найти площадь поверхности шара. (Чис-
ло   считайте равным 3).     
10.3.38. Точки К и М лежат на окружностях двух оснований цилинд-
ра. Синус угла наклона прямой КМ к плоскости основания цилиндра 
равен 

2
3 ,  КМ = 10, объем цилиндра равен 150л. Найти площадь осе-

вого сечения цилиндра. 
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10.3.39. Угол между образующими СА и СВ конуса равен 60°, высота 

конуса равна 4, а радиус основания равен 
3

154 . Найти градусную ме-

ру угла между плоскостью ABC и плоскостью основания конуса.   
10.3.40. Основание прямой призмы ABCA1 B1 C1  – треугольник ABC, 
площадь которого равна 15, АВ = 7. Боковое ребро призмы равно 18. 
Найти тангенс угла между плоскостью основания призмы и плоско-
стью АВ C1 .    
10.3.41. Концы отрезка МК лежат на окружностях двух оснований 
цилиндра. Угол между прямой МК и плоскостью основания цилиндра 
равен 30°, МК = 8, площадь боковой поверхности цилиндра равна 
40л. Найти периметр осевого сечения цилиндра. 
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Глава 10. Геометрия 

10.1.1. 30. 
10.1.2. 15 дм и 25 дм. 
10.1.3. 270 см2.
10.1.4. 12,5 и 3. 
10.1.5. 120 см2.
10.1.6. 121. 
10.1.7. 120. 
10.1.8. 4,5. 
10.1.9. 10. 
10.1.10. 5 см. 
10.1.11. 10 см. 
10.1.12. 24 см. 
10.1.13. 7.
10.1.14. 7.

10.1.15. 
ba

ab


4
.

10.1.16. 5.
10.1.17. 24.
10.1.18. 2.
10.1.19. 36 см и 48 см. 
10.1.20. 15; 20 и 25 см. 
10.1.21. 0, 375. 
10.1.22. 120.
10.1.23. 1.
10.1.24. 200.
10.1.25. 2400. 
10.1.26. 128.
10.1.27. 16 и 8. 
10.1.28. 4 м и 8 м. 
10.1.29. 6.
10.1.30. 20.
10.1.31. 372 . 
10.1.32. 2; 8; 5; 5. 
10.1.33. 25.
10.1.34. 225.
10.1.35. 6 см2.
10.1.36. 450 см2.
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10.1.37. 7.
10.1.38. 11.
10.1.39. 48.
10.1.40. 7.
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Ответы 
ГЛАВА 

10.2. 
10.2.1.  

1125 3 см 3  
10.2.2. 





cos
2

cos2

;cos

22

2

l

l

10.2.3. 

24

33l
10.2.4. 

9

33r
10.2.5. 

2
arcsin

l

S



10.2.6.9    10.2.7.  0,5  10.2.8. 
3

 10.2.9. 


sincos

4
2

3m

10.2.10. 

2
481

10.2.11. 12  10.2.12. 13 10.2.13. 
400 см 2  

10.2.14. 

2
sin4

sincos

2

23


d

10.2.15. 
19  

10.2.16.absi
n

cos222 abba 

10.2.17. 
400 2 см 2

10.2.18. 
125 2 см 3      

10.2.19. 
24 3см 3

10.2.20.  12 10.2.21. 
128 4 2 см 3  

10.2.22. 




2cos8

3tgd

10.2.23. 
64 3

10.2.24. 
8
1 10.2.25. 

2
3

10.2.26. 
108 3

10.2.27. 
4

3 10.2.28.  1,5 10.2.29. 
6( 3 +1) 

10.2.30. 
4

3 10.2.31. 

2

16
39 b

10.2.32.  6 10.2.33. 

3

12
3 b

10.2.34. 
150 3

10.2.35. 
62,5 

10.2.36. 3 10.2.37. 
2а 2

10.2.38. 872 
см 3  

10.2.39. 

4
62R

10.2.40. 
1000 

10.2.41. 
108 

10.2.42. 
3

5 10.2.43. 

сtgс 2sin
24

3
 

10.2.44. 

24
47

10.2.45. 

2
2cos

2

3 tgb
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10.2.46.  3 10.2.47. 

24
3

10.2.48. 
144 2

10.2.49. 

2arctg
12

35

10.2.50. 
24  

10.2.51. 
288 

10.2.52. 4 10.2.53. 
6 

10.2.54.

2

1
cossin2sin24 R

10.2.55. 
8,5 

10.3. ЕГЭ 10.3.1.  3 10.3.2.  8 10.3.3.  1 
10.3.4.  3 10.3.5.  24  10.3.6.  5  10.3.7. 

200  
10.3.8.  28  10.3.9. 

1500  
10.3.10. 

4 5
10.3.11. 

8  
10.3.12. 5  10.3.13.  2  10.3.14.  7 10.3.15. 

30 
10.3.16.  10 10.3.17.  3 10.3.18.  24  10.3.19. 

18  
10.3.20.  112  10.3.21. 

15  
10.3.22.  5 10.3.23. 

5 
10.3.24.  4 10.3.25.  6 10.3.26.  24 10.3.27. 

4 
10.3.28.  1 10.3.29. 

72 
10.3.30.  1 10.3.31. 

96 
10.3.32.  15 10.3.33. 

18 
10.3.34.  16 10.3.35. 

3 
10.3.36. 24 10.3.37. 

216 
10.3.38. 60 10.3.39. 

45 
10.3.40. 4,2 10.3.41. 28 
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